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ПЕРЕЛIК УМОВНИХ СКОРОЧЕНЬ

Латинськi символи:
d – товщина слою зразка, м
H – магнiтне поле, Т
M – вектор намагнiченностi, Т
N – кiлькiсть стeпенiв волi динамiчної системи
wmag – густина енергiї
~ – постiйна Планка, Дж·с
s – напрямок поляризацiї струму
ρ – густина матерiалу, г/см3

js – густина струму
n – одиничний вектор Нееля
W – густина потенцiальної енергiї
L – густина функцiї Лагранжа
R – густина функцiї Релея
c11, c12, c44 – компоненти тензора модулей пружностi, дин·см−2

λ11, λ12, λ44 – компоненти тензора магнiтопружної взаємодiї, ерг·см−3

u – змiщення положення атома, см
k, q – хвильовий вектор, см−3

R – радiус

Грецькi символи:
γ – гiромагнiтне вiдношення
α – коефiцiєнт згасання
ω – частота
κ – хвильовий вектор пружньої хвилi, см−3

Θ,Φ – узагальненi координати, радiан
γAF – коефiцiєнт дисипацiї в магнiтнiй системi
γelas – коефiцiєнт дисипацiї в пружнiй системi

Iндекси:
AF – антиферомагнетик
FM – феромагнетик
an – анiзотропiя
curr – спiновий струм
E – обмiн
G – Гiльберта
cycle – цикл
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Скорочення:
ФМ – феромагнетик
АФ – антиферомагнетик
ДС – динамiчна система
НМ – немагнiтний матерiал
СЕФ – спiновий ефект Хола
СЕЗ – спiновий ефект Заєбека
РЛЛ – рiвняння Ландау-Лiфшиця
УРЛЛ – узагальненi рiвняння Ландау-Лiфшиця
ФП – фазовий простiр
МП – магнiтопружнiй
ПМ – пружномагнiтний
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ВСТУП

За останнi десятилiття почали дуже стрiмко розвиватися галузi фiзики
та електронiки, спрямованi на свторення нових типiв обчислювальних при-
строїв. Цьому сприяли як i бажання покращити характиристики наявних
обчислювальних пристроїв, так i накопичений досвiд в рiзних галузях нау-
ки, що дає змогу дослiджувати новi матерiали з цiкавими властивостями.
Виник новий роздiл фiзики – спiнтронiка.

Спiнтронiка (SPIN-TRansport eblectrONICS) – роздiл фiзики магнети-
зму та техологiї електронних пристроїв, в якому головна роль в процесах
кодування, переносу i обробки iнформацiї вiдводиться не заряду, а спiну
електрона.

Її появi, як окремого роздiлу фiзики, передувало вiдкриття в 1988 ро-
цi ефекту гiгантського магнiтоопору фiзиками Альбером Фертом (Унiвер-
ситет Париж-Пiвдень XI) i Петером Грюнбергом (Дослiдницький центр
Юлiх), за що вони були удостоєнi Нобелевскої премiї по фiзицi у 2007 роцi.
Основна сфера застосування даного ефекту – датчики магнiтного поля, якi
використовуються для зчитування iнформацiї в жорстких дисках компью-
терiв, надщiльного запису iнформацiї, бiосенсорах та iн.

Наступним суттєвим поштовхом було вiдкриття ефекту передачi спiно-
вого крутильного моменту, який був передбачений Слонiчевським (1989 р.)
та Берже (1996 р.). Завдяки цьому стало можливим створення високошвiд-
кiсних спiнтронних пристроїв.

Наразi в спiнтронiцi як основнi матерiали використовують феромагне-
тики (ФМ). Теоретична база для опису їх поведiнки була створена у 1935
роцi Л. Д. Ландау та Є. М. Лiфшiцем. Вони фактично отримали рiвняння
балансу для магнiтного моменту ФМ використовуючи методи статистичної
фiзики. Їх рiвняння включає в себе зовнiшнi магнiтнi поля, проте завдяки
його структурi, було можливим видозмiнити його, додавши член, що вiд-
повiдає спiновому струму. Це стало вiдправною точкою в роботах Берже
та Слонiчевського.

Варто зазначити, що ФМ майже не використовуються в електронiцi як
основнi матерiали, оскiльки велика кiлькiсть вiльних електронiв в них, пра-
ктично виключає можливiсть зовнiшнього регулювання розподiлу заряду.
Вплив зовнiшнього магнiтного поля на електрони ФМ є суттєвим лише при
великих його значеннях. В спiнтронiцi ситуацiя зовсiм змiюється. Завдяки
наявностi магнiтного моменту, електричний струм в ФМ поляризований
по спiну, це було показано експериментально в роботi Бабича (Baibich) та
Брото (Broto) у 1988 роцi. З’явилася можливiсть регулювати перенос спiну
через ФМ, за допомогою зовнiшнiх магнiтних полiв.
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Проте за останнi кiлька рокiв почав зростати iнтерес до нових матерi-
алiв – антиферомагнетикiв (АФ). В 2012 роцi була продемонстрована мо-
жливiсть кодування iнформацiї на АФ наноструктурах з невеликої кiлько-
стi атомiв залiза, а також зчитування iнформацiї за допомогою тунельного
спiнового струму. Чим зумовлений такий iнтерес до цих матерiалiв?

Виявилося, що АФ мають деякi суттєвi переваги над ФМ. Це звичайно
пов’язано з вiдмiнностями в їх структурi. Як вiдомо, ФМ характеризую-
ться певною намагнiченнiстю, вона є сумою окремих магнiтних моментiв
атомiв. Але iнодi у ФМ можуть утворюватися областi з бiльш складною
структурою магнiтних пiдграток. Для нас є суттєвим, що напрямки ма-
гнiтних атомiв можуть мати рiзнi напрямки, таким чином намагнiченнiсть
ФМ вже буде iншою. Такi матерiали називаються ферритами, а у випадку
повної компенсацiї намагнiченностi – АФ. АФ мають чутливiсть лише до ве-
ликих зовнiшнiх магнiтних полiв та на вiдмiну вiд ФМ, характеризуються
дуже малими (або зовсiм вiдсутнiми) значеннями намагнiченностi. Факти-
чно вони не створюють магнiтних полiв, i, як наслiдок, не взаємодiють мiж
собою.

АФ мають стани стiйкої рiвноваги, частоти перемикання мiж якими
набагато вищi за частоти перемикання ФМ. Це дозволяє покращити таку
характеристику обчислювальних пристроїв, як тактова частота. Для суча-
сних обчислювальних пристроїв вона має порядки ГГц, а для пристроїв на
основi АФ – ТГц. До того ж виявилося, що АФ можуть поводити себе як
напiвметали, для рiзних напрямкiв спiнової поляризацiї.

Це все робить АФ привабливими матерiалами спiнтронiки. Дослiджен-
ня в цiй областi мають велике практичне значення, оскiльки їх застосуван-
ня в спiнтронiцi дозволяє суттєво збiльшити швидкостi запису та зчитува-
ння iнформацi на електронних носiях. Тому практична цiннiсть даної робо-
ти полягає можливостi використання отриманих результатiв при розробках
запам’ятовуючих пристроїв. Наукова новизна одержаних результатiв поля-
гає в теоретичному пiдходi до розгляду особливостей АФ в присутностi спi-
нового струму. Використовуючи основний математичний апарат дослiдже-
ння динамiчних систем (ДС), який достатньо розвинений. Як прийнято,
будь-яка динамiка чого-небудь математично може бути описана в термiнах
ДС. В данному випадку, важливим є вiдшукання областей структурної або
парметричної стiйкостi даної ДС. Стуктурна стiйкiсть була введена в 1937
роцi Андроновим i Понтрягiним, i з тих пiр знайшла застосування в ба-
гатьох роздiлах науки. Доцiльнiсть такого пiдходу зумовлена в основному
тим, що можна обiйти безпосереднiй розв’язок рiвнянь руху, якi є складни-
ми. Використовуючи рiзнi пiдходи до дослiдження ДС, можна встановити
фактично все необхiдне для прогнозування детермiнованої поведiнки АФ.

Для розробок нових запам’ятовуючих пристроїв на основi АФ потрiбно
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спочатку переконатися в можливостi та дацiльностi такого їх використа-
ння. Все це створює ставить певнi вимоги до дослiджуваного матерiалу.
Перш за все повиннi iснувати рiзнi стани у яких може перебувати АФ, цi
стани мають бути стiйкими довгий час (набагато бiльший за характерний
час згасання), фiзично рiзними та легко розпiзнавальними. Тодi такi рiв-
новажнi стани можна пов’язати з логiчними 0 та 1, що i є основною iдеєю
для кодування та збереження iнформацiї. Доцiльнiсть використання АФ
в спiнтронiцi зумовлена по-перше їх високою стiйкiстю до зовнiшнiх ма-
гнiтних полiв, а по-друге їх швидкодiєю та малою енергозатратнiстю при
переходах мiж станами.

На шляху мiнiмазiцiї обчислювальних пристроїв виникають новi пи-
тання пов’язанi з залежнiстю фiзичних параметрiв вiд розмiрiв. Так для
нанорозмiрних АФ структур виникає потреба враховувати магнiтопружню
(МП) взаємодiю. Це суттєво змiнює динамiчнi властивостi таких АФ си-
стем. Для прикладу розглядається АФ нанопроволока, з причин простоти
рiвнянь, що описують її поведiнку.

В даннiй роботi проводиться дослiдження динамiки двохпiдґратково-
го АФ пiд дiєю зовнiшнього спiнового струму. Використовується Лагран-
жев пiдхiд для отримання рiвнянь руху, якi потiм аналiзуються. Задача
полягає в отриманнi значень основних зовнiшнiх паремтрiв, якi вiдповiда-
ють рiзним типам динамiки системи. Для цього використовується перехiд
до ДС, яка повнiстю описує дослiджувану модель реального АФ KNiF3.
Подальша робота виконується з даною ДС, використовуючи доцiльнi ме-
тоди нелiнiйного аналiзу.

Результати проведеної роботи представлено на науковiй конференцiї
фiзико-технiчного iнституту при НТУУ КПI.



Роздiл 1

Огляд лiтератури

Вступ

Дослiдження АФ на сьогоднiшнiй день є актуальним як для фiзикiв-
експериментаторiв, так i для фiзикiв-теоретикiв. Нижче представленi основ-
нi останнi еспериментальнi та теоретичнi роботи, пов’язанi з дослiджен-
ням АФ для застосувань у спiнтронiцi. Першi дають змогу вiдчути основнi
особливостi та проблеми при дослiдженнi АФ з точки зору есперименту,
остнаннi роботи присвяченi теоретичному пiдходу до опису АФ i мають
бiльшу вагу в даннiй роботi. Варто зауважити, що представленi роботи да-
туються останнiми п’ятьма роками, що пiдтверджує високу зацiкавленiсть
наукового товариства до проблем АФ в спiнтронiцi зокрема.

Роботи присвяченi магнiтопружнiй взаємодiї в АФ мають досить не но-
ву iсторiю. Розглянуто основнi положення та роботи загального характеру
по данiй тематицi.

Вивчення поведiнки розв’язкiв рiвнянь руху є важливою частиною та-
ких роздiлiв фiзики як дослiдження динамiчних систем, теорiї бiфуркацiй,
теорiї катастроф i т.п. Тому також показанi деякi основнi методики роботи
по дослiдженню динамiки, якi стосуються даної роботи.

Основнi експериментальнi дослiдження АФ

В роботi [1], датованiй 20 липня 2015 року, розповiдається про результати
експериментiв над зразками з рiзних матерiалiв з використанням тонкого
АФ IrMn3 (товщина порядка 1 нм). В спрощенiй моделi було дослiдженно
властивостi трьохшарового (АФ/ФМ/НМ) i двохшарового (ФМ/НМ) зраз-
кiв пiд дiєю змiнного струму, при рiзних значеннях температури. В якостi
ФМ використовувався CoFeB, а в якостi немагнiтного матерiалу (НМ) – Ta.
Для цих багатошарових структур, вимiрювалися залежностi опору в рiзних
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напрямках в залежностi вiд рiзних напрямкiв початкового змiнного стру-
му. Використання НМ перешкоджає безпосередньому протiканню струму
i тому там вiдiгравали суттєву роль iншi ефекти, такi як спiновий ефект
Хола (СЕХ) та спiновий ефект Заєбека. Цi ефекти пов’язанi з виникненням
та переносом спiнового моменту внаслiдок дiї струму.

СЕХ є аналогом аномального ефекту Хола, тому що вiн також вiдбу-
вається за вiдсутностi зовнiшнього магнiтного поля. При проходженнi еле-
ктричного струму через зразок ФМ, за рахунок спiн-орбiтального зв’язку,
виникає поперечний спiнполяризований струм по вiдношенню до напрямку
початкового струму . Появу спiнового струму пов’язують з розштовхуван-
ням електронiв з антипаралельними спiнами до протилежних сторiн про-
вiдника рис.1.1 (а). СЕХ був передбачний Муракамi в 2003 р. i незалежно
вiд нього Сiновой в 2004 р. Також суттєвим для нас є зворотнiй СЕХ – по-
ява електрорушiйної сили внаслiдок просторового роздiлення електронiв з
рiзними напрямками спiнiв рис.1.1 (б).

Рисунок 1.1 — Схематичне зображення прямого (a) та зворотнього (b) ефе-
кту Хола.

В класичному ефектi Заєбека вiдбувається поява термоелектрорушiйної
сили зарахунок з’єднання рiзних матерiалiв (рiзнi коефiцiєнти Заєбека),
контакти яких знаходяться при рiзних температурах рис.1.2 (а). В ФМ
носiї заряду – вiльни електрони мають рiзний спiн ("вгору"або "вниз") i
вiдповiдно рiзну густину та швидкiсть розсiювання, тому можна зробити
припущення, що вони мають i рiзнi коефiцiєнти Заєбека рис.1.2 (б).
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Рисунок 1.2 — (a) Класичний ефект Заєбека на прикладi термопари, поява
електрорушiйної сили за рахунок використання рiзних металiв А i В та
наявностi градiєнту температур; (b) спiновий ефект Заєбека (СЕЗ) в ФМ,
поява спiнового струму внаслiдок наявностi електронiв з антипаралельни-
ми спiнами та градiєнту температур.

Основними результатами експерименту, описаному в [1], є пiдтверджен-
ня теоретичних розрахункiв, що на генерацiю других гармонiк опорiв впли-
вають СЕХ та СЕЗ. Для трьохшарового зразка дослiджено окремо пара-
магнiтну та АФ фазу. Було пiдтверджено можливiсть використання АФ
замiсть ФМ, тобто можливiсть свторення магнiтних резисторiв на основi
подвiйних структур НМ/АФ, в данному випадку Ta/IrMn, пiд дiєю стру-
му, що викликає спiновий момент. Основна увага придiлялась поверхневим
ефектам. Переносу струму (звичайного та спiнового) через поверхнi розпо-
дiлу АФ/ФМ, АФ/НМ та ФМ/НМ i пов’язанi iз цим ефекти СЕЗ та СЕХ
(прямий та зворотнiй). Об’ємнi ефекти в АФ пов’язанi iз симетрiями са-
мого кристалу, дослiдження в цьому напрямку були зробленi в [2] для АФ
CuMnAs i стосувалися електричного перемикання мiж стiйкими станами в
ньому.

Метою експеримента була перевiрка можливостi використання АФ ма-
терiалiв з бiстабiльною магнiтною анiзотропiєю для створення пристроїв
з АФ пам’яттю, в яких вiдбуваєються електричнi запис та зчитування iн-
формацiї при кiмнатнiй температурi. Ефектом, який вiдiграє при цьому
головну роль є анiзотропний магнетоопiр – залежнiсть електричного опо-
ру в ФМ (та АФ) вiд кута мiж напрямком струму та напрямком зовнi-
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шнього магнiтного поля. Дослiди проводилися для двошарової структури
АФ/ФМ, в якостi FM використано GaP. Пiд час екперименту прклада-
ли струм у певному напрямку i вимiрювали сигнал у iншому напрямку
(наприклад, перпендикулярному до початкового). Завдяки анiзотропному
магнетоопору, сигнал може проходити або непроходити. Якщо досягнуто
певного стiйкого розташування пiдграток ФМ, при якому сигнал вiдсутнiй
у даному напрямку, струм вимикали i потiм проводили експеримент через
деякий час (перерва до 24 годин). Виявилося, що отримана у такий спосiб
структура, зберiгає свiй стан i стiйка до зовнiшнiх збурень магнiтими поля-
ми, тобто CuMnAs поводить себе як дiамагнетик. У цьому полягає одна з
переваг АФ над ФМ. Для переходу в iнший стiйкий стан струм прикладали
до iншого каналу.

Друга частина дослiджень була пов’язана з встановленням порогових
значень густини спiнового струму, який викликає перемикання мiж стiй-
кими станами для зразкiв рiзної товщини ФМ. Для приладу товщиною
28 мкм порогова густина становить приблизно 6 МА/см2. Для двошарової
структури з ФМ Pt/Co вона рiвна 100 МА/см2. В зменшеннi порогово-
го струму полягає iнша перевага АФ. Оскiльки температура Нееля для
даного АФ становить 480 К, виявилося можливим використання пристро-
їв з дослiджуваною структурою при кiмнатнiй температурi. В роботi [3]
описуються дослiдження магнiтного резистору, що може працювати при
кiмнатнiй температурi, в якостi АФ було використано FeRh. Оскiльки, на
вiдмiну вiд ФМ, власний АФ момент дорiвнює нулю, пристрої на основi АФ
нестворюють зовнiшних паразитних магнiтних полiв, якi можуть впливати
на сусiднi пристрої у разi їх достатньо близького розташування. Суттєвою
тут є також iнертнiсть АФ до дiї зовнiшнiх магнiтних полiв.

Зразок товщиною 100 нм було спочтаку нагрiто до 400 К, а потiм у
зовнiшньому магнiтному полi певному напрямку охолодженно до 200 К.
Пiсля цього при температурi 200 К, було проведено серiю випробувань
по вимiрюванню опору в разних напрямках (опiр рiзний). Тобто двi мо-
жливi конфiгурацiї розташування магнiтних моментiв прямо пов’язанi з
двома рiзними станами опору (resistance states). Особливiстю експеримен-
ту є "перехiд"ФМ-АФ. Так як FeRh поводить себе як ФМ при достатньо
великих (але менших температури Кюрi) температурах, i тому, власне, мо-
жна за допомогою зовнiшнього магнiтного поля зорiєнтувати його магнi-
тнi моменти. При низьких температурах (кiмнатнi в даному експериментi)
маємо АФ з усiма його властивостям. Взагалi можливiсть цього "перехо-
ду"пов’язана iз товщинами Fe та Rh, якi в свою чергу залежать вiд темпе-
ратури.

В роботi [4] було проведено дослiдження двошарової структури ФМ/АФ
на прикладi Fe/Rh на можливiсть застосування АФ для запису та зчиту-
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вання iнформацiї. Для будь-якого двошарового ФМ/АФМ визначальним є
спiввiдношення dAF/dFM , де dAF , dFM – товщини слоїв АФ та ФМ вiдповiд-
но. При dAF/dFM << 1 АФ вектор обертається так само, як i сусуднiй ФМ
вектор, обертання якого, в свою чергу, викликано дiєю зовнiшнього магнi-
тного поля. Якщо ж dAF/dFM >> 1, то АФ вектор стiйкий до дiї магнiтного
поля. Оскiльки таке стiйке положення залишається до полiв порядка 9 Т,
то поведiнка АФ має гiзтерезисний характер. Автори [4] вводили до роз-
гляду зовнiшнє поле (Hc) та поле змiщення (Heb), якi є параметрами та
описують поведiнку даного пристрою для рiзних вiдношень dAF/dFM . Екс-
перимент проводили для випадкiв Fe/Rh∼0.95 та Fe/Rh∼1. Запис iнфор-
мацiї виконувся за допомогою пониження температури пiд дiєю магнiтного
поля (heat-assisted magnetic recording) як i в [3]. Зчитування записаної iн-
формацiї вiдбувалося за допомогою анiзотропного магнетоопору.

Для повноти представлених робiт варто додати достатньо широкий огляд
[5], в якому приведенi найбiльш важливi, з практичної точки зору, остан-
нi доробки в спiнтронiцi АФ. Особливої уваги заслуговують топологiчнi
структури з магнiтних атомiв (наприклад скiрмiони), названi в честь Tony
Hilton Royle Skyrme, який створив концепцiю топологiчних солiтонiв для
опису протонiв та нейтронiв. Такi скiрмiони (їжакоподiбнi скiрмiони) є про-
сторовими аналогами плоских доменiв Блохiвського та Неелевського типiв
рис.1.3.

Рисунок 1.3 — Приклади доменних стiнок Блохiвського (зверху) та Неелев-
ського (знизу) типiв. Основна рiзниця полягає в розташування магнiтних
моментiв в сусiднiх шарах.
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В завершеннi огляду останнiх експериментальних робiт, звернемо увагу
на поєднання ефектiв електронiв та фотонiв – ультрашвидка спiнова фото-
нiка. Як показали результати експериментiв по змiнi АФ стану, ультрако-
роткi свiтловi iмпульси (тривалiсть ∼ 10−13 − 10−14 c) можуть призводити
до перемикання АФ. Теоретичного обгрунтування цьому процесу наразi не
має.

Теоретичний пiдхiд до опису динамiки АФ

Одним iз пiдходiв до дослiдження динамiкi ФМ є використання уза-
гальнених рiвнянь Ландау-Лiфшиця, якi є рiвняннями балансу магнiтного,
спiнового моментiв та добре описують поведiнку макроскопiчної намагнi-
ченностi. Використання цих рiвнянь для опису АФ є також можливим, це
спричинено особливою структурою АФ. Наявнi так званi магнiтнi пiдґра-
тки – сукупнiсть атомiв зi спiвнаправленими магнiтними моментами.

В роботi [6] проведний детальний огляд особливостей динамiки АФ. В
якостi моделi, для якої провдять всi розрахунки використовують вентиль,
який являє собою набiр шарiв рiзних матерiалiв (АФ, ФМ, НМ). Основни-
ми ефектами з якими мають справу при теоретичному розглядi є ефекти
переносу спiнового моменту та гiгантський магнетоопiр рис.1.4. Спiнову
поляризацiю струм отримує при протiканнi через шар ФМ, по аналогiї з
поляризацiєю свiтла при проходженнi через поляризатор. При цьому ви-
рiшальну роль вiдiграють процеси розсiяння електронiв з рiзним спiном.
Строго це можна показати при квантовому пiдходi до опису цього явища,
який не розглядається в данiй роботi.

Ефект передачi крутильного спiнового моменту, є суттєвим для венти-
лiв з НМ шаром, що перешкоджає безпосередньому проходженню струму,
та дозволяє передавати додатковий обертовий момент магнiтним атомам
АФ з метою переведення його в iнший стан.
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Рисунок 1.4 — Будова спiнового вентиля та пояснення ефекту гiгантсько-
го магнетоопору. (а) спiвнаправлення векторiв спiнової поляризацiї Mpol в
першому ФМ шарi та вектору намагнiчення Man в другому сприяє протi-
канню великих струмiв; (b) протилежне направлення Mpol i Man перешко-
джає протiканню струму.

Опис процесу пердачi спiнового моменту можна розглядати з квантово-
механiчної точки зору або використовуючи напiвкласичне наближення. В
першому варiантi розв’язують задачу розсiяння електронiв на потенцiалi
магнiтних атомiв. В другому використовують УРЛЛ та рiвняння балан-
су електричного заряду. При цьому РЛЛ записують окремо для кожної
магнiтної пiдгратки. За своєю будовою АФ бувають дуже рiзними, почи-
наючи вiд найпростiших двохпiдграткових структур та закiнчуючи бага-
тогратковими неколiнеарними та спiральними розташуваннями магнiтних
моментiв атомiв. Для подальшого опису роботи нас цiкавитимуть в першу
чергу двопiдгратковi (колiнеарнi) АФ, тому питання стосовно їх основних
характеристик висвiтлимо бiльш детально.

Однiєю з таких характеристик, яка вводится вперше для АФ є крити-
чне магнiтне поле Hex, яке призводить до явища перекидання пiдграток
(spin flop). Для бiльшостi АФ воно має порядки 10Т. При таких та бiль-
ших магнiтних полях вiдбувається переорiєнтацiя магнiтних граток i вони
якби вирiвнюються вздовж поля. При полях суттєво менших Hex можна
розглядати динамiку АФ, при якiй власний макроскопiчний момент все ще
дуже малий. Наприклад, поля магнiтної анiзтропiї, що зумовленi геоме-
трiєю пiграток, мають порядки ∼ 10−4Т. Загальний пiдхiд до дослiдження
динамiчної задачi АФ використовуючи УРЛЛ, полягає в отриманнi рiвнянь
руху для макроскопчної намагнiченностi. Такi рiвняння будуть аналогами
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рiвнянь Ньютона, оскiльки наявнiсть декiлькох пiдграток, для кожної з
яких записано УРЛЛ створює набiр взаємопов’язаних рiвнянь першого по-
рядку, що в сукупностi можна перезаписати як рiвняння з другою похiдною
по часу.

Також дуже важливим є врахування дисипцiї, що наявна практично в
усiх реальних системах. Для цього взагалi зручно ввести виходячи з рiв-
нянь руху функцiю Лагранжа, тодi затухання можна врахувати через ди-
спипативну функцiю Релея. УРЛЛ мають спецiальний доданок, введений
Гiльбертом, що враховує дисипацiю в ФМ. Для АФ такий пiдхiд не зовсiм
вдалий. Оскiльки вже на цому етапi проявляються певнi складностi спри-
чиненi структурою АФ. Не вдаючись в деталi, варто зауважити, що при
врахуваннi дисипацiї значну роль вiдграють флуктуацiйнi ефекти пов’я-
занi з появою ненульової макроскопiчної намагнiченостi, що не створена
рухом АФ. Тому для повного опису динамiки вже потрiбно виходити за
рамки класичної теорiї та вивчати процеси релаксацiї на мiкроскопiчному
рiвнi.

Вивчення динамiки АФ в присутностi струму є важливим, оскiльки це
перший крок до керування станами в ньому. Є два основнi пiдходи до ви-
вчення такого процесу. Мiкроскопiчний, що враховує особливостi зонної
структури матерiалу i тому є сильно прив’язаним до конкретного мате-
рiалу. Другий бiльш загальний, оснований на магнiтнiй гiдродинамiцi i є
бiльш-менш матерiалонезалежним. В УРЛЛ зовнiшнiй струм враховується
в доданку Слонiчевського. Суттєвим є те, що при описi динамiки за наяв-
ностi струму, дуже сильно проявляються симетрiї присутнi данiй кристалi-
чнiй структурi. Тому дослiдження основанi на виявленнi симетрiй даного
кристалу можуть сказати доволi багато про його динамiку, не вдаючись в
квантово-механiчнi розрахунки.

Як висвiтлено в [7], динамiка трьохпiдграткового АФ iндукована спiно-
вим струмом може бути описана УРЛЛ. Проведене там дослiдження вiдно-
ситься до кристалiчних структур таких як, наприклад, IrMn3. Вiдправною
точкою була модель, в якiй три рiзних магнiтних момента можуть рухатися
лише в площинi їх упорядкування. Показано, що в цьому випадку можна
звести рiвняння руху до одного скалярного рiвняння вiдносно кута поворо-
ту навколо деякої фiксованої осi. Поляризацiя спiнового струму також весь
час є сталою, змiнювалася лише величина струму (для постiйних струмiв)
або амплiтуда початкового iмпульсу (для iмпульсних струмiв). Врахуван-
ня дисипацiї призвело до появи певного дiапазону початкових струмiв, що
можуть ефективно перемикати систему. Проте наявнi два стани АФ, не
розпiзнаються просто у зв’язку з їх подiбнiстю (магнiтнi моменти весь час
залишаються в однiй площинi).

Аналогiчним пiдходом до вивчення динамiки АФ є Лагранжевий пiд-
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хiд. Вiн оснований на встановленi деякої функцiї, що називається фун-
кцiєю Лагранжа [8]. Однiєю з важливих властивостей функцiї Лагранжа
є її адитивнiсть – Лагранжiан деякої системи рiвний сумi Лагранжiанiв
(не взаємодiючих) пiдсистем. Особливо це зручно для вивчення АФ з МП
взаємодiєю, оскiльки УРЛЛ не враховують цю взаємодiю. Вигляд функцiї
Лагранжа залежить певним чином вiд симетрiї задачi, явнi вигляди не-
обхiдних далi Лагранжiанiв наведенi в [9, 10]. З принципу найменшої дiї
вiдповiдного функцiоналу можна отримати рiвняння руху як показано в
Додатку Б [11].

АФ з МП взаємодiєю

В серединi минулого сторiччя почали з’являтися роботи, в яких перед-
бачалося iснування зв’язаних магнон-фононних хвиль в ФМ та АФ [12].
Одним з перших було вiдкрито ефект "магнiтопружної щiлини"або "за-
мороженної ґратки при якому коливання в намагнiченностей вiдбуваються
при постiних деформацiях матерiалу. В дослiдженнях по АФ резонансу в
гематитi α − Fe2O3 було знайдено, що резонансна частота ω0 складається
з магнiтної частоти ωM та деякого доданку пов’язаного з МП взаємодiєю,
ωME

ω2
0 = ω2

M + ω2
ME, (1.1)

Тут є суттєвим, що ωME не змiнюється при змiнi поля H, навпаки для
чистоти експерименту потрiбно спрямувати поле до нуля, тодi з (1.1) ви-
пливає ω0 = ωME.

Пiзнiше було показано, що цей ефект є загальним для всiх ФМ та АФ i
вiдрiзняється лише своїм значенням. I "застиглi"деформацiї є не гiпотеза,
а результат послiдовного розв’язку зв’язанних рiвнянь руху для намагнi-
ченностi (РЛЛ) та деформацiй.

Цiкавим є те, що ефект утворення МП щiлини має аналоги в iнших
роздiлах фiзики, наприклад, в моделi Хiггса, що описує появу маси вна-
слiдок спонтанного порушення симетрiї. В даному випадку магнiтну си-
метрiю порушує врахування МП взаємодiї. За вiдсутностi магнiтної анiзо-
тропiї, зовнiшнього магнiтного поля та МП зв’язку енергiя коливань нама-
гнiченностi M визначається обмiнною взаємодiєю (∇M)2, що пов’язана з
просторовою неоднорiднiстю коливань. В цьому випадку отримується без-
щiлинний спектр з частотою пропорцiйному квадрату хвильового вектора
ω ∼ k2. З врахуванням МП, в першому наближеннi в енергiю входить дода-
нок u(0) (∇M)2, де u(0) – спонтаннi деформацiї. Аналогiчний доданок є i в
моделi Хiггса |φ0|2A2

µ, де φ0 – доданок на який перенормується комплексне
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скалярне поле (заряджених бозонiв), Aµ – векторне поле (електромагнiтне)
безмасових частинок.

Робота [13] присвячена дослiдженню АФ наноосциляторiв на основi СЕХ
(AF-SHNO). Для структури Pt/NiO/Pt рис.1.5 дослiджувався АФ резо-
нанс для рiзних значень спiнового струму.

Рисунок 1.5 — Тонка АФ плiвка з NiO (AF ), оточена немагнiтним про-
вiдним матерiалом Pt (N1, N2). Струм J1 подається на нижню пластинку,
внаслiдок СЕХ в АФ генерується спiновий струм, який внаслiдок зворо-
тнього СЕХ у верхнiй пластинi змiнює провiднiсть. В експериментi реєстру-
єються вiдповiднi струми J2x, J2y. Намагнiченностi магнiтних пiдґраток в
АФ позначенi mA,mB. Товщини магнiтого та НМ dM , dN вiдповiдно.

Розв’язуючи УРЛЛ, авторами роботи отримано дисперсiйнi спiввiдно-
шення, якi включають в себе згасання та спiновий струм. Оскiльки розгля-
нутий зворотнiй зв’язок в системi є лiнiйним, що вiдповiдає малим вiдхиле-
нням вiд рiвноважного стану, автори можуть тiльки встановити критичне
значення спiнового струму, при якому вiдбувається втрата стiйкостi. А по-
ява стiйкостi обертових коливань лежить за межами теоретичної моделi i
може бути отримана експериментально. Не дивлячись на те, що розмiри
АФ пластинки – 1нм, а НМ пластинок – 50 нм, не було дослiдженно випа-
док квантування магнiтних частот, основною метою авторiв було вивченя
втрати стiйкостi системи та чисельний аналiз рiвнянь руху.

В результатi чисельних розрахункiв отримано фазову дiагарму рис. 1.6,
на якiй наведенi можливi типи динамiки системи.
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Рисунок 1.6 — Типи руху намагнiченностi викликанi дiєю спiнового стру-
му j1 при зворотньому зв’язку αNL. Вiдхилення вiд положення рiвноваги
задано кутом – θ̄.

Таким чином в розглянутiй моделi можлива вiдсутнiсть коливань (ста-
тичний режим – струм менше критичного), стiйкi автоосциляцiї та "стiй-
кi"обертання. Пiдтвердження наявностi останнiх вже потребує розгляду
нелiнiйної моделi.

З великої кiлькостi АФ структур бiльше уваги придiлемо матерiалам
з кубiчною симетрiєю, оскiльки вони простiше описуються математично,
i в той же час дозволяють показати ефекти пов’язанi з МП взаємодiєю.
В роботi [14] дослiджено матерiали типу KMF3, де M означає елементи
перехiдної групи 3d. Методами рентгенiвської спектроскопiї встановлено
симетрiю кристалiчної ґратки та параметри ґраток (a) вище та нище тем-
ператури Нееля (TN) Таблиця 1.1.
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Таблиця 1.1 — Параметри кристалiчних ґраток АФ типу KMF3.

симетрiя,
T = 298oK

a,
T = 298oK

симетрiя,
T = 78oK

a,
T = 78oK

TN ,
oK

KMnF3 кубiчна 4.191
±10−3 монок. 4.168

±2 · 10−3 88

KFeF3 кубiчна 4.122
±10−3 ромб. 4.108

±2 · 10−3 121

KCoF3 кубiчна 4.069
±10−3 тетраг. 4.057

±2 · 10−3 136

KNiF3 кубiчна 4.015
±10−3 кубiчна 4.002

±2 · 10−3 280

KCuF3 тетраг. 4.140
±10−3 тетраг. 4.121

±2 · 10−3 243

Як можна бачити АФ KNiF3 має досить високу температуру Нееля,
TN = 280oK, i вiн має кубiчну симетрiю вище та нижче цiєї температури.

Деякi параметриKNiF3 обрахованi експериментально в роботi [15]. Ко-
жен з iонiв Ni++ має спiн S = 1 та g-фактор g ∼= 2.2. Тому гiромагнi-
тне спiввiдношення γ = 2πgµNh

∼= 0.1 ТГц/T, де µN – ядерний магнетон,
h – постiйна Планка. Ввеличина поля обмiну при нульовiй температурi
Hex

∼= 3.6 · 103 кЕр. За температури нижче TN коли спiни впорядкованi
вздовж однiєї з осей 〈100〉 поле анiзотропiї рiвне Han

∼= 0.27 кЕр.
Один з пружнiх коефiцiєнтiв а саме c11 був обрахований в [16] в зале-

жностi вiд температури (нижче та порядку TN) для АФ KNiF3 рис.1.7.

Рисунок 1.7 — Пружнiй коефiцiєнт c11 в KNiF3 при рiзних значеннях тем-
ператури T .

МП коефiцiєнти визначалися в роботi [17]. Вираз для вiдповiдного чле-
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ну, що враховує МП зв’язок, FME, у вiльнiй енергiї має вигляд

FME = B1

∑
i=1,2, α=x,y,z S

α2

i eαα +B3

∑
α=x,y,z S

α
1 S

α
2 eαα

+B2

∑
i=1,2 (Sxi S

y
i exy + c.p.) +B4 ((Sx1S

y
2 + Sy1S

x
2 ) exy + c.p.) , (1.2)

де B1, B2, B3, B4 – МП константи, i – номер магнiтної пiдґратки, S –
нормована намагнiченнiсть пiдґратки, eij – тензор деформацiй.

Перейдемо в (1.2) до вектора Нееля n = 1
2S1 − 1

2S2, при АФ впорядку-
ванню S1 + S2 = 0 i тому S1 = n,S2 = −n. Вираз (1.2) набуде вигляду

FME = 2B1

∑
α=x,y,z n

2
αeαα −B3

∑
α=x,y,z n

2
αeαα

+2B2 (nxnyexy + c.p.)− 2B4 (nxnyexy + c.p.) , (1.3)

Порiвнюючи вираз (1.3) з вiдповiдним виразом в [10] для вiльної енергiї
та враховуючи результати в [17], отримаємо

λ11 = 4
(
B1 − B3

2

)
= 5 · 107 ерг

см3 , (1.4)
λ44 = B2 −B4 = 3.3 · 107 ерг

см3 ,

Таким чином МП коефiцiєнти, що фiгурують в потенцiалi (2.1) для АФ
KNiF3 приймають значення (1.4). Для хвильового вектора вздовж (1, 1, 0)
авторами [17] знайдено залежнiсть cL = 1

2 (c11 + c12 + 2c44) вiд температури
для двох типiв магнiтних структур рис. 1.8.

Рисунок 1.8 — Залежнiсть cL в KNiF3 вiд температури T для випадкiв
коли кути мiж вектором Нееля m та хвильовим вектором q рiвнi π2 та π

4 .
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Вважаючи деформацiї iзотропними тобто c11 − c12 = 2c44 можна зна-
йти всi пружнi коефiцiєнти використовуючи рис.1.7, рис.1.8 для конкре-
тної температури. Густину KNiF3 можна обрахувати знаючи молярнi ма-
си K,Ni, F та використовуючи постiйну ґратки з Таблицi 1.1, таким чином
маємо ρ ∼= 4.09 · 103 г

см3 .

Основнi методи дослiдження ДС

У зв’язку з широкою рiзноманiтнiстю динамiчних процесiв пов’язана i
велика кiлькiсть, в загалi кажучi, рiзних ДС. Не має сенсу висвiтлювати
тут якiсь загальнi методи, тому виберемо напрямок серед наявних методiв
дослiдження, що найбiльше вiдповiдає данiй роботi.

Пiд динамiчною системою розумiється набiр iнтегро-дифференцiальних
рiвняннь з початковими та граничними умовами, що описують поведiнку
фiзичного процесу, явища. Як склалося вже досить довгий час, графiчно
зручно представляти динамiку використовуючи поняття фазового просто-
ру. ФП – це 2N -мiрний простiр узагальнених координат та iмпульсiв, для
фiзичних систем з N степенями волi. На фазовому просторi можуть бути
наявнi особливi точкi, фазовi траекторiї, атрактори та iн. Будь-якiй ди-
намiцi фiзичної системи однозначно вiдповiдає перемiщення точки вздовж
конкретної фазової лiнiї.

Основна зручнiсть при використанннi методу ФП полягає у тому, що
iнодi не потрiбно розв’язувати складних рiвняннь аби зрозумiти, що саме
вiдбувається у системi та навiть отримати деякi кiлькiснi оцiнки. Важли-
вим надалi є поняття структурної стiйкостi ДС. ДС є структурно стiйкою,
якщо при змiнi будь-яких параметрiв наявних в системi, її поведiнка якiсно
не змiнюється [18].

З iншого боку фiзичний iнтерес, як правило, мають саме критичнi зна-
чення параметрiв, при яких якiсно змiнюється динамiка системи. Методи
їх отримання складають окрему науку – теорiю бiфуркацiй. Тут також
сильно допомогає метод ФП, оскiльки особливi траекторiї – сепаратриси,
що роздiляють ФП на областi з якiсно рiзною поведiнкою ДС, можуть бути
досить просто визначенi виходячи iз самих загальних мiркувань.

З точки зору теорiї катастроф, катастрофа – це стрибкоподiбна змiна
типу динамiки, що вiдбувається при повiльнiй змiнi параметрiв системи
("ворушiння"параметрiв). Спочатку теорiя катастроф народилася з дослi-
дження вiдображень площини на площину [19] та встановленню деяких за-
гальних типiв особливостей (складка, збiрка). Переживаючи досить cтрiм-
кий розвиток, теорiї катастроф було знайдено застосування майже усюди
(i не тiльки в науцi). В роботi використовуються деякi методи теорiї ката-
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строф.

Висновки

Проведений огляд останнiх робiт по дослiдженню властивостей деяких
АФ, зокрема KNiF3. Зрозумiло, що наразi вивчення АФ є гарячою темою
в науковiй спiльнотi, що пiдтверджується великою кiлькiстю робiт вже за
останнi декiлька рокiв.

Експерименти вцiлому направленi, на перевiрку можливостi використа-
ння у майбутньому АФ у електронiцi. З цим пов’язананi спiн-орбiтроннi
ефекти (СЕХ та зворотнiй СЕХ), спiн-колаботроннi ефекти (СЕЗ), ново-
явленi ефекти взаємодiї коротких iмпульсiв свiтла з магнiтними спiнами
в АФ. Вивчаються особливостi переходiв мiж станами (запис iнформацiї),
поведiнки АФ при рiзних температурах та магнiтних полях (зберiгання
iнформацiї), встановлюються властивостi матерiалiв, що змiнюються в за-
лежностi вiд напрямку (зчитування, за допомогою ефектiв анiзотропно-
го магнетоопору). Всi результати неоднозначно вказують на можливiсть
подальших застосувань АФ.

Теоретичнi роботи по вивченню АФ, мають вцiлому два напрямки: мi-
кроскопiчний (квантовий) пiдхiд та феноменологiчний, використовуючи
рiвняння балансiв. Динамiчнi рiвняння для макроскопiчних намагнiчен-
ностей можуть бути отриманi з варiацiйного принципу для деякого фун-
кцiоналу дiї, який досить просто записується на основi функцiї Лагранжа.

Розглянуто особливостi МП ефекту в АФ, в першу чергу вiн проявля-
ється в змiнi частоти магнонної хвилi (МП щiлина). Потiм вiн впливає на
динамiку системи – появу зв’язаних магнон-фононних та зворотнiм їм коли-
ванням. Наведено числовi значення основних МП та пружних коефiцiєнтiв
для АФ KNiF3, якi будуть використовуватися далi. Додатковi ефекти по-
в’язанi з МП стають важливими для нанорозмiрних об’єктiв, коли навiть
малi МП коефiцiєнти можуть призводити до якiсно нових змiн в системi.

Також приведенi основнi положення стосовно дослiдження ДС, що ви-
користовуються в цiй роботi при вивченнi типiв динамiки магнiтних мо-
ментiв в кубiчних колiнеарних АФ.



Роздiл 2

Рiвняння руху, дисперсiйнi
спiввiдношення

Вступ

Для кубiчного АФ з МП зв’язком проводиться дослiдження потенцiальної
енергiї. Розглядаються малi вiдхилення вектора Нееля вiд стiйкого стаун
(0, 0, 1). Використовуючи Лагранжев пiдхiд встановлюються основнi рiв-
няння, що описують динамiку АФ з МП зв’язком, враховуючи згасання
та спiновий струм. Далi розглядається частковий випадок, який вiдповiдає
АФ нанопроволоцi. Граничнi умови отримуються прямим iнтегруванням
рiвнянь руху без дисипацiї та струму по малому об’єму поблизу границi
АФ-НМ. Для бездисипативного руху без струму отримуються дисперсiйнi
спiввiдношення для МП та пружньомагнiтної (ПМ) хвиль. Для магнонної
моди визначається закон квантування частот, що отримується пiсля вра-
хування граничних умов.

Дослiдження потенцiалу

Стан АФ описується за допомогою вектора Нееля n, який у випадку ко-
лiнеарного АФ рiвний рiзницi намагнiченностей двох магнiтних пiдґраток.
Цей вектор є нормованим |n| = 1. Положення рiвноваги колiнеарного АФ
наведенi у Додатку А. Для дослiдження МП взаємодiї у АФ, яка стає суттє-
вою при зменшеннi розмiрiв матерiалу, потрiбно вводити додактовi змiннi,
що описують поведiнку пружної пiдсистеми, а саме вектор змiщення u.
Взаємодiя пружної та магнiтної пiсистем вважається слабкою, тому i де-
формацiї в АФ теж малi i вiдповiдниї тензор деформацiї задається виразом
[10] uik = 1

2

(
∂ui
∂xk

+ ∂uk
∂xi

)
. Для кубiчного АФ густина потенцiальної енергiї

АФ з урахуванням МП взаємодiї W складається з густин енергiй еласти-
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чної та магнiтної пiдсистем i обмнiнної взаємодiї мiж цими пiдсистемами
та має вигляд

W =
1

2
c11(u

2
xx + u2

yy + u2
zz) + c12(uxxuyy + uzzuyy + uxxuzz) +

2c44(u
2
xy + u2

yz + u2
zx) +

λ11

2

(
n2
xuxx + n2

yuyy + n2
zuzz

)
+ (2.1)

λ12

(
n2
x (uyy + uzz) + n2

y (uxx + uzz) + n2
z (uxx + uyy)

)
+

+2λ44 (nxnyuxy + nznyuyz + nxnzuxz)−
1

4
MsatHan(n

4
x + n4

y + n4
z),

де c11, c12, c44 – компоненти тензора модулей пружностi, λ11, λ12, λ44 –
компоненти тензора магнiтопружної взаємодiї, Msat – намагнiченнiсть на-
сичення,Han – поле магнiтної анiзотропiї. За вiдсутностi МП зв’язку потен-
цiал має вигляд як зображено на рис.2.1. А. Вiдповiдний конфiгурацiйний
простiр, iзоморфний сферi S (2), показаний на рис.2.1. Б.

Згiдно з загальних мiркувань теорiї симетрiй, якiсно вигляд потенцi-
альної енергiї та конфiгурацiйного простору не мають змiнюватися при
додаваннi МП взаємодiї. Перевiримо це в явному виглядi. В подальшому
дослiдженнi нас будуть цiкавити коливання вектора Нееля навколо поло-
ження рiвноваги, природнiм для такого випадку є фiксацiя деформацiй
(модель "замороженої"ґратки). Нехай α це множник Лагранжа, тодi фун-
кцiя яку потрiбно проаналiзувати має вигляд W̃ =W+α(n2

x+n2
y +n2

z−1).
Екстремуми (2.1) задовольняють рiвнянням
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Рисунок 2.1 — А. Залежнiсть нормованої густини потенцiальної енергiї вiд
сферичних координат, w =W/MsatHan. Показанi лiнiї рiвня (конфiгурацiй-
ний простiр в змiнних Θ,Φ). Б. Конфiгурацiйних простiр в термiнах компо-
нент вектора Нееля та двi його проекцiї на площини (nx, nz) i (nx, ny). Три
сепаратриси позначенi червоним, синiм та зеленим кольорами вiдповiдають
максимуму та двом сiдловим точкам потенцiалу (2.1) без МП взаємодiї.
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∂W̃
∂nx

= λ11nxuxx + 2λ12nx (uyy + uzz) + 2λ44 [nyuxy + nzuxz]−

MsatHann
3
x + 2αnx = 0, (2.2)

∂W̃
∂ny

= λ11nyuyy + 2λ12ny (uxx + uzz) + 2λ44 [nxuxy + nzuyz]−

MsatHann
3
y + 2αny = 0, (2.3)

∂W̃
∂nz

= λ11nzuzz + 2λ12nz (uyy + uxx) + 2λ44 [nyuzy + nxuxz]−

MsatHann
3
z + 2αnz = 0, (2.4)

∂W̃
∂uxx

= c11uxx + c12 [uyy + uzz] +
λ11

2
n2
x + λ12

[
n2
y + n2

z

]
= 0, (2.5)

∂W̃
∂uyy

= c11uyy + c12 [uxx + uzz] +
λ11

2
n2
y + λ12

[
n2
x + n2

z

]
= 0, (2.6)

∂W̃
∂uzz

= c11uzz + c12 [uyy + uxx] +
λ11

2
n2
z + λ12

[
n2
y + n2

x

]
= 0, (2.7)

∂W̃
∂uxy

= 4c44uxy + 2λ44nxny = 0, (2.8)

∂W̃
∂uxz

= 4c44uxz + 2λ44nxnz = 0, (2.9)

∂W̃
∂uyz

= 4c44uzy + 2λ44nzny = 0, (2.10)

Рiвняння (2.8),(2.9),(2.10) дають

uxy = − λ44

2c44
nxny, uxz = − λ44

2c44
nxnz, uyz = − λ44

2c44
nzny, (2.11)

Нехай жодна з компонент вектора Нееля не рiвна нулю тодi рiвняння
(2.2),(2.3),(2.4) можуть бути переписанi як

nx

(
λ11uxx + 2λ12 (uyy + uzz)−

λ2
44

c44

[
n2
y + n2

z

]
−MsatHann

2
x + 2α

)
= 0,

ny

(
λ11uyy + 2λ12 (uxx + uzz)−

λ2
44

c44

[
n2
x + n2

z

]
−MsatHann

2
y + 2α

)
= 0,

nz

(
λ11uzz + 2λ12 (uyy + uxx)−

λ2
44

c44

[
n2
y + n2

x

]
−MsatHann

2
z + 2α

)
= 0,
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Або ж у матричнiй формi

2

 λ11
2 λ12 λ12

λ12
λ11
2 λ12

λ12 λ12
λ11
2

 uxx
uyy
uzz

 =

 MsatHan
λ244
c44

λ244
c44

λ244
c44

MsatHan
λ244
c44

λ244
c44

λ244
c44

MsatHan


 n2

x

n2
y

n2
z

− 2α

 1
1
1

 , (2.12)

Рiвняння (2.5),(2.6),(2.7) також можуть бути записанi в матричнiй фор-
мi

 c11 c12 c12

c12 c11 c12

c12 c12 c11

 uxx
uyy
uzz

 = −

 λ11
2 λ12 λ12

λ12
λ11
2 λ12

λ12 λ12
λ11
2

 n2
x

n2
y

n2
z

 , (2.13)

Залежнiсть мiж n2
x, n

2
y, n

2
z та α може бути знайдена пiсля виключення

uii з (2.12) i (2.13).

 uxx
uyy
uzz

 =
1

2

 λ11
2 λ12 λ12

λ12
λ11
2 λ12

λ12 λ12
λ11
2

−1
 MsatHan

λ244
c44

λ244
c44

λ244
c44

MsatHan
λ244
c44

λ244
c44

λ244
c44

MsatHan


 n2

x

n2
y

n2
z



−α

 λ11
2 λ12 λ12

λ12
λ11
2 λ12

λ12 λ12
λ11
2

−1 1
1
1

 ,

 uxx
uyy
uzz

 = −

 c11 c12 c12

c12 c11 c12

c12 c12 c11

−1 λ11
2 λ12 λ12

λ12
λ11
2 λ12

λ12 λ12
λ11
2

 n2
x

n2
y

n2
z

 ,

Порiвнюючи останнi два рiвняння, знайдемо рiвняння для n2

A

 n2
x

n2
y

n2
z

 = α

 λ11
2 λ12 λ12

λ12
λ11
2 λ12

λ12 λ12
λ11
2

−1 1
1
1

 , (2.14)

де
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A = 1
2

 λ11
2 λ12 λ12

λ12
λ11
2 λ12

λ12 λ12
λ11
2

−1
 MsatHan

λ244
c44

λ244
c44

λ244
c44

MsatHan
λ244
c44

λ244
c44

λ244
c44

MsatHan


+

 c11 c12 c12

c12 c11 c12

c12 c12 c11

−1 λ11
2 λ12 λ12

λ12
λ11
2 λ12

λ12 λ12
λ11
2


Отриманi вирази можуть бути спрощенi наступним чином λ11

2 λ12 λ12

λ12
λ11
2 λ12

λ12 λ12
λ11
2

−1

= 4
λ211+2λ11λ12−8λ212

 λ11
2 + λ12 −λ12 −λ12

−λ12
λ11
2 + λ12 −λ12

−λ12 −λ12
λ11
2 + λ12

 ,

 c11 c12 c12

c12 c11 c12

c12 c12 c11

−1

= 1
c211+c11c12−2c212

 c11 + c12 −c12 −c12

−c12 c11 + c12 −c12

−c12 −c12 c11 + c12

 ,

Тодi будемо мати

A

 n2
x

n2
y

n2
z

 =
2α

λ11 + 4λ12

 1
1
1

 ,

Матриця A є симетричною, нехай A =

 a b b
b a b
b b a

 .

Тодi обернена до неї матриця є 1
a2+ab−2b2

 a+ b −b −b
−b a+ b −b
−b −b a+ b

 .

I розв’язком системи (2.14)

 n2
x

n2
y

n2
z

 =
2α

λ11 + 4λ12

1

a+ 2b

 1
1
1

 .

Використовуючи умову нормування вектора Нееля можна визначити мно-
жник Лагранжа α = (a+2b)(λ11+4λ12)

6 .

Тепер визначимо a i b.
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a = 1
c211+c11c12−2c212

(
1
2λ11 (c11 + c12)− 2λ12c12

)
+

1
λ211+2λ11λ12−8λ212

(
−4λ12λ

2
44

c44
+ 1

2 (2λ11 + 4λ12)HanMsat

)
,

b = 1
c211+c11c12−2c212

(
λ12c11 − 1

2λ11c12

)
+

1
λ211+2λ11λ12−8λ212

(
−2λ

2
44

c44
λ12 + 1

2
λ244
c44

(2λ11 + 4λ12)− 2λ12HanMsat

)
,

a+ 2b =
1
2 (λ11 + 4λ12)

c11 + 2c12
+
HanMsat + 2λ

2
44

c44

λ11 + 4λ12
.

Залежнiсть множника Лагранжа вiд фiзичних параметрiв набуває ви-
гляду

α =
1

12

(λ11 + 4λ12)
2

c11 + 2c12
+
HanMsat + 2λ

2
44

c44

6
, (2.15)

Тодi (2.14) переписується як

 n2
x

n2
y

n2
z

 =
1

3

 1
1
1

 ,

I екстремумами потенцiалу (2.1) є

ni = ± 1√
3
, i = x, y, z,

ujj = −1
3

2λ12+
λ11
2

c11+2c12
, j = x, y, z, (2.16)

uij = − λ44
6c44

sign (ninj) , i 6= j,

Тепер розглянемо випадок коли хоча б одна з компонент вектора Нееля
рiвна нулю. Покладемо nx = 0, тодi умова нормування n2

y+n2
z = 1 дозволяє

ввести нову змiнну ϑ як ny = sinϑ, nz = cosϑ. Густина енергiї (2.1) приймає
вигляд
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W =
1

2
c11(u

2
xx + u2

yy + u2
zz) + c12(uxxuyy + uzzuyy + uxxuzz) +

2c44(u
2
xy + u2

yz + u2
zx) +

λ11

2

(
uyy sin2 ϑ+ uzz cos2 ϑ

)
+ (2.17)

λ12

(
sin2 ϑ (uxx + uzz) + cos2 ϑ (uxx + uyy)

)
+

λ44uyz sin 2ϑ+
1

8
MsatHan sin2 2ϑ,

Точка екстремуму (2.17) задовольняє наступним рiвнянням

∂W
∂uxx

= c11uxx + c12 [uyy + uzz] + λ12 = 0, (2.18)

∂W
∂uyy

= c11uyy + c12 [uxx + uzz] +
λ11

2
sin2 ϑ+ λ12 cos2 ϑ = 0, (2.19)

∂W
∂uzz

= c11uzz + c12 [uyy + uxx] +
λ11

2
cos2 ϑ+ λ12 sin2 ϑ = 0, (2.20)

∂W
∂uxy

= 4c44uxy = 0, (2.21)

∂W
∂uxz

= 4c44uxz = 0, (2.22)

∂W
∂uyz

= 4c44uzy + λ44 sin 2ϑ = 0, (2.23)

∂W
∂ϑ

= sin 2ϑ (uyy − uzz)
(
λ11

2
− λ12

)
+ 2λ44uyz cos 2ϑ+

1

4
MsatHan sin 2ϑ cos 2ϑ = 0, (2.24)

З рiвнянь (2.21),(2.22),(2.23) слiдує

uxy = uxz = 0, uyz = − λ44

4c44
sin 2ϑ,

Рiвняння (2.18)-(2.20) можуть бути записанi у матричнiй формi c11 c12 c12

c12 c11 c12

c12 c12 c11

 uxx
uyy
uzz

 =

 −λ12

−λ11
2 sin2 ϑ− λ12 cos2 ϑ

−λ11
2 cos2 ϑ− λ12 sin2 ϑ

 ,
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 uxx
uyy
uzz

 =

 c11 c12 c12

c12 c11 c12

c12 c12 c11

−1 −λ12

−λ11
2 sin2 ϑ− λ12 cos2 ϑ

−λ11
2 cos2 ϑ− λ12 sin2 ϑ

 , (2.25)

З (2.25) можна отримати uyy − uzz =
λ11
2 −λ12
c11−c12 cos 2ϑ i тодi (2.24) набуде

вигляду

sin 4ϑ

((
λ11
2 − λ12

)2

c11 − c12
− λ2

44

2c44
+

1

4
MsatHan

)
= 0,

Оскiльки ϑ ∈ [0, 2π) то маємо ϑcr = 0, π4 ,
π
2 ,

3π
4 , π,

5π
4 ,

3π
2 ,

7π
2 , за умови(

(λ112 −λ12)
2

c11−c12 −
λ244
2c44

+ 1
4MsatHan

)
6= 0, яка виконується i у випадку пружної

та МП iзотропiй. Беручи до уваги розрахунки проведенi для колiнеарного
АФ без урахувань пружностi (Додаток А), можна бачити, що i у випадку
сильного МП зв’язку екстремумам густини енергiї (2.1) вiдповiдають тi ж
самi критичнi значення вектора Нееля. Розглянемо екстремум n = (0, 0, 1)
бiльш детально. Вiдповiднi критичнi значення компонент тензора дефор-
мацiї є

 u0
x

u0
yy

u0
zz

 =
1

c2
11 + c11c12 − 2c2

12

 −c11λ12 + λ11
2 c12

−c11λ12 + λ11
2 c12

2c12λ12 − λ11
2 (c11 + c12)

 , u0
ij = 0, i 6= j,

Розкладемо потенцiал (2.1) навколо цiєї точки в ряд Телора з точнiстю
до квадратичних вiдхилень i одразу перепозначимо цi вiдхилення як новi
змiннi

W0 =
1

2
c11

(
u2
xx + u2

yy + u2
zz

)
+ c12 (uxxuyy + uxxuzz + uyyuzz) +

2c44

(
u2
xy + u2

yz + u2
zx

)
+ 2λ44 (nyuyz + nxuxz) + (2.26)

1

2

[
2
(
λ11
2 − λ12

)2

c11 − c12
+MsatHan

] (
n2
x + n2

y

)
,

Як неважко бачити з (2.26), iз додатностi c11, c44,
2(λ112 −λ12)

2

c11−c12 + MsatHan ви-
пливає додатнiсть даної квадратичної форми, тобто точка n = (0, 0, 1) є
мiнiмумом (2.1).
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Отримання рiвнянь руху

Надалi розглянемо рух у потенцiалi (2.26), густина функцiї Лагранжа за-
дається як

L =
Msat

2γ2Hex

(
(ṅ×n)2 − c2 (∂jn× n)2

)
+

1

2
ρu̇2 −W , (2.27)

де Hex – обмiнне поле, γ – гiромагнiтне вiдношення, c – швидкiсть магнонiв
у АФ, ρ – густина АФ.

У випадку малих вiдхилень вiд стану рiвноваги, Лагранжiан (2.27) за-
пишеться як

L =
Msat

2γ2Hex

(
ṅ2
x + ṅ2

y − c2
(

(∂jnx)
2 + (∂jny)

2
))

+
1

2
ρu̇2 −W0, (2.28)

Густина функцiї Релея має вигляд

R =
αGMsat

2γ
(ṅ×n)2 −MsatHcurrs · ṅ×n + γelasρu̇

2 − βHcurrs · u̇×u, (2.29)

де αG – константа згасання Гiльберта, Hcurr – магнiтне поле пов’язане
з протiканням спiнового струму, s – одиничний вектор напрямку поляри-
зацiї спiнового струму, γelas – константа згасання в пружнiй пiдсистемi, β
– константа, що характеризує частину спiну переданого ґратцi.

У випадку малих вiдхилень маємо

R =
αGMsat

2γ

(
ṅ2
x + ṅ2

y

)
+ γelasρu̇

2 −

MsatHcurr (sxṅy − syṅx + szṅxny − szṅynx)− (2.30)
βHcurr (sxu̇yuz − sxu̇zuy + syu̇zux − syu̇xuz + szu̇xuy − szu̇yux) ,

В Додатку Б виводяться рiвняння руху для випадку коли узагальненi
координати залежать не тiльки вiд часу, а й вiд просторових координат
q = q (t, r). Для µ-тої узагальненої координати динамiчне рiвняння має
вигляд

d

dt

∂L
∂q̇µ
− ∂L
∂qµ

+ ∂ν
∂L

∂ (∂νqµ)
+
∂R
∂q̇µ

= 0, (2.31)

Для простоти вважаємо, що спiновий струм додатково не розсiюється
на ґратцi, а повнiстю передається магнiтнiй пiдсистемi, тобто β = 0. Тодi з



37

(2.30) маємо, що iстотною є тiльки z-ва компонента поляризацiї спiнового
струму, тому покладемо sz = 1. Позначимо частоту коливань магнiтної

пiдсистеми як ω2
0 =

2γ2HE(λ112 −λ12)
2

Msat(c11−c12) + γ2HEHan, використовуючи (2.31) ми
отримаємо наступнi рiвняння руху

n̈x − c24 nx + ω2
0nx + αGγHEṅx − γ2HEHcurrny +

λ44γ
2HE

Msat

(
∂ux
∂z

+
∂uz
∂x

)
= 0, (2.32)

n̈y − c24 ny + ω2
0ny + αGγHEṅy + γ2HEHcurrnx +

λ44γ
2HE

Msat

(
∂uy
∂z

+
∂uz
∂y

)
= 0, (2.33)

üx −
c11

ρ

∂2ux
∂x2

− c12

ρ

(
∂2uy
∂x∂y

+
∂2uz
∂x∂z

)
+ 2γelasu̇x −

c44

ρ

(
∂2ux
∂y2

+
∂2uy
∂x∂y

+
∂2ux
∂z2

+
∂2uz
∂x∂z

)
− λ44

ρ

∂nx
∂z

= 0, (2.34)

üy −
c11

ρ

∂2uy
∂y2
− c12

ρ

(
∂2ux
∂x∂y

+
∂2uz
∂y∂z

)
+ 2γelasu̇y −

c44

ρ

(
∂2uy
∂x2

+
∂2ux
∂x∂y

+
∂2uy
∂z2

+
∂2uz
∂y∂z

)
− λ44

ρ

∂ny
∂z

= 0, (2.35)

üz −
c11

ρ

∂2uz
∂z2
− c12

ρ

(
∂2uy
∂z∂y

+
∂2ux
∂x∂z

)
+ 2γelasu̇z −

c44

ρ

(
∂2uz
∂y2

+
∂2uy
∂z∂y

+
∂2uz
∂x2

+
∂2ux
∂x∂z

)
− λ44

ρ

(
∂nx
∂x

+
∂ny
∂y

)
= 0,(2.36)

У загальному випадку рiвняння руху (2.32)-(2.36) досить складнi, тому
розглянемо наступну модель. Тонка нанопроволока АФ товщиною d ото-
чена з двох бокiв немагнiтним матерiалом (НМ) рис. 2.2А. Перша i третя
областi вiдповiдають НМ, їх стан описується векторами змiщення u(1) та
u(3) вiдповiдно. В другiй областi змiнними є вектор Нееля n i вектор змi-
щення u(2).
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Рисунок 2.2 — А. Геометрiя розташування зразку: тонка АФ плiвка товщи-
ною d оточена НМ матерiлом. Показанi узагальненi координати для кожної
з областей. Б. Показано об’єм iнтегрування V = Sh на межi АФ-НМ для
отримання граничних умов. Для прикладу розглянуто z = −d/2.

Будемо розглядати хвилю, що розповсюджується перпендикулярно пло-
щинi плiвки, тобто з хвильовим вектором k = (0, 0, k). Тодi рiвняння для
областей 1,3 набудуть форми

ü(1),(3)
x + 2γ

(1),(3)
elas u̇(1),(3)

x − c
(1),(3)
44

ρ(1),(3)

∂2u
(1),(3)
x

∂z2
= 0, (2.37)

ü(1),(3)
y + 2γ

(1),(3)
elas u̇(1),(3)

y − c
(1),(3)
44

ρ(1),(3)

∂2u
(1),(3)
y

∂z2
= 0, (2.38)

ü(1),(3)
z + 2γ

(1),(3)
elas u̇(1),(3)

z − c
(1),(3)
11

ρ(1),(3)

∂2u
(1),(3)
z

∂z2
= 0, (2.39)

Рiвняння для областi 2 набудуть форми

n̈x − c2∂
2nx
∂z2

+ ω2
0nx + αGγHEṅx − γ2HEHcurrny +

λ44γ
2HE

Msat

∂u
(2)
x

∂z
= 0, (2.40)
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n̈y − c2∂
2ny
∂z2

+ ω2
0ny + αGγHEṅy + γ2HEHcurrnx +

λ44γ
2HE

Msat

∂u
(2)
y

∂z
= 0, (2.41)

ü(2)
x + 2γ

(2)
elasu̇

2
x −

c
(2)
44

ρ(2)

∂2u
(2)
x

∂z2
− λ44

ρ(2)

∂nx
∂z

= 0, (2.42)

ü(2)
y + 2γ

(2)
elasu̇

(2)
y −

c
(2)
44

ρ(2)

∂2u
(2)
y

∂z2
− λ44

ρ(2)

∂ny
∂z

= 0, (2.43)

ü(2)
z −

c
(2)
11

ρ(2)

∂2u
(2)
z

∂z2
+ 2γ

(2)
elasu̇

(2)
z = 0, (2.44)

Розглянемо рiвняння руху (2.37)-(2.44) за вiдсутностi дисипацiй та спi-
нового струму: γ(1),(2),(3)

elas = 0, αG = 0, Hcurr = 0. Для отримання граничних
умов з рiвнянь (2.40),(2.41) проiнтегруємо їх по об’єму, який вказан на рис.
2.2Б. В границi h→ 0 отримаємо наступнi граничнi умови(

c2∂nx
∂z
− λu(2)

x

) ∣∣∣
z=±d2

= 0, (2.45)

(
c2∂ny
∂z
− λu(2)

y

) ∣∣∣
z=±d2

= 0, (2.46)

де λ = λ44γ
2HE

Msat
.

В теорiї поля широко вiдоме рiвняння Кошi, яке є загальною формою
рiвнянь руху та має вигляд [20]

ρv̇ = ρF +∇ · T̂ , (2.47)

де ρ – густина речовини, v – швидкiсть, F –зовнiшня сила на одиницю
маси речовини, T̂ – тензор напружень. Отриманi рiвняння руху теж можна
переписати в цiй загальнiй формi, ввiвши вiдповiдним чином силу та тензор
T̂ в кожнiй областi
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F(1),(3) = F(2) =

 0
0
0

 ,

T̂ (1),(3) =

 0 0 0
0 0 0

c
(1),(3)
44

∂u
(1),(3)
x

∂z c
(1),(3)
44

∂u
(1),(3)
y

∂z c
(1),(3)
11

∂u
(1),(3)
z

∂z

 ,

T̂ (2) =

 0 0 0
0 0 0

c
(2)
44

∂u
(2)
x

∂z + λ44nx c
(2)
44

∂u
(2)
y

∂z + λ44n
(2)
y c11

∂u
(2)
z

∂z

 ,

З умови неперервностi тензора напружень на границях АФ, отримаємо
граничнi умови(

v(2)2∂u
(2)
x

∂z
− λ44

ρ(2)
nx

)∣∣∣
z=−d2

= v(1)2∂u
(1)
x

∂z

∣∣∣
z=−d2

, (2.48)(
v(2)2∂u

(2)
y

∂z
− λ44

ρ(2)
ny

)∣∣∣
z=−d2

= v(1)2∂u
(1)
y

∂z

∣∣∣
z=−d2

, (2.49)

(
v(2)2∂u

(2)
x

∂z
− λ44

ρ(2)
nx

)∣∣∣
z=d

2

= v(3)2∂u
(3)
x

∂z

∣∣∣
z=d

2

, (2.50)(
v(2)2∂u

(2)
y

∂z
− λ44

ρ(2)
ny

)∣∣∣
z=d

2

= v(3)2∂u
(3)
y

∂z

∣∣∣
z=d

2

, (2.51)(
∂u

(2)
z

∂z

)∣∣∣
z=±d2

=

(
∂u

(1),(3)
z

∂z

)∣∣∣
z=±d2

, (2.52)

де v(1),(2),(3) =

√
c
(1),(2),(3)
44

ρ(1),(2),(3)
– групова швидкiсть фононiв. Рiвняння руху (2.40)-

(2.43) зв’язанi мiж собою i тому вони представляють iнтерес при дослi-
дженнi МП коливань. Поки що облишимо рiвняння (2.39), (2.44) та гра-
ничну умову для них (2.52). Для простоти запису введемо новi змiннi
n = nx + iny, u

(j) = u
(j)
x + iu

(j)
y , j = 1, 2, 3. Тодi рiвняння руху для областей

1,3 перепишуться як

ü(1),(3) + 2γ
(1),(3)
elas u̇(1),(3) − v(1),(3)2∂2u(1),(3)

∂z2
= 0, (2.53)
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для областi 2

n̈− c2∂
2n

∂z2
+ ω2

0n+ αGγHEṅ+ iγ2HEHcurrn+ λ
∂u(2)

∂z
= 0, (2.54)

ü(2) + 2γ
(2)
elasu̇

(2) − v(2)2∂2u(2)

∂z2
− λ44

ρ(2)

∂n

∂z
= 0, (2.55)

Граничнi умови (2.45),(2.46),(2.48)-(2.51) перепишуться як(
c2∂n

∂z
− λu(2)

) ∣∣∣
z=±d2

= 0, (2.56)

(
v(2)2∂u(2)

∂z
− λ44

ρ(2)
n

) ∣∣∣
z=−d2

= v(1)2∂u(1)

∂z

∣∣∣
z=−d2

, (2.57)

(
v(2)2∂u(2)

∂z
− λ44

ρ(2)
n

) ∣∣∣
z=d

2

= v(3)2∂u(2)

∂z

∣∣∣
z=d

2

. (2.58)

Дисперсiйнi спiввiдношення

Вважатимемо НМ навколо АФ дроту однаковим. Для отримання диспер-
сiйних спiввiдношень розв’язок рiвнянь руху (2.53)-(2.55) шукаємо у вигля-
дi монохроматичної хвилi

n = Ae−iωt cos (kz) ,

u(2) = Be−iωt sin (kz) ,

u(1),(3) = e−iωt (C cos (κz) +D sin (κz)) ,

(2.59)

пiсля пiдстановки анзацу (2.59) у вiдповiднi рiвняння руху отримаємо

−Aω2 + Ac2k2 + ω2
0A+Bλk = 0,

−Bω2 +Bv(2)2
k2 + A

λ44

ρ(2)
k = 0,

−ω2 + v(1)2
κ2 = 0,

Останнє рiвняння дозволяє отримати дисперсiйне спiввiдношення в НМ
ω2 =

(
v(1)
)2
κ2. В нетривiальному випадку A 6= 0, B 6= 0 маємо умову
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det

(
−ω2 + c2k2 + ω2

0 λk
λ44
ρ(2)
k −ω2 + v(2)2

k2

)
= 0,

Позначимо Ω = ω2 i дисперсiйне рiвняння набуде вигляду(
−Ω + c2k2 + ω2

0

) (
−Ω + v(2)2

k2
)
− λ44

ρ(2)
λk2 = 0,

Ω2 − Ω
(
c2k2 + ω2

0 + v(2)2
k2
)

+ v(2)2
k2
(
c2k2 + ω2

0

)
− λ44

ρ(2)
λk2 = 0, (2.60)

Розв’язком дисперсiйного рiвняння (2.60) є дисперсiйне спiввiдношення

Ω± =
1

2

(
c2k2 + ω2

0 + v(2)2
k2
)
±

1

2

√(
c2k2 + ω2

0 + v(2)2
k2
)2

− 4

(
v(2)2

k2 (c2k2 + ω2
0)− λ44

ρ(2)
λk2

)
,(2.61)

Для розумiння фiзики знакiв “+” та “-” в (2.61) ми спростимо цю фор-
мулу вважаючи, що параметр λ44 малий.

Ω± = 1
2

(
c2k2 + ω2

0 + v(2)2
k2
)
± 1

2

√(
c2k2 + ω2

0 − v(2)2
k2
)2

+ 4 λ44
ρ(2)
λk2 =

1
2

(
c2k2 + ω2

0 + v2k2
)
±

1
2

(
c2k2 + ω2

0 − v(2)2
k2
)√

1 + 4 λ44
ρ(2)
λk2

(
c2k2 + ω2

0 − v(2)2
k2
)−2

≈

1
2

(
c2k2 + ω2

0 + v(2)2
k2
)
±

1
2

(
c2k2 + ω2

0 − v(2)2
k2
)(

1 + 2 λ44
ρ(2)
λk2

(
c2k2 + ω2

0 − v(2)2
k2
)−2
)
,

Таким чином маємо

Ω+ = c2k2 + ω2
0 +

λ44

ρ(2)
λk2

(
c2k2 + ω2

0 − v(2)2
k2
)−1,(2.62)

Ω− = v(2)2
k2 − λ44

ρ(2)
λk2

(
c2k2 + ω2

0 − v(2)2
k2
)−1

, (2.63)

Дисперсiйнi спiввiдношення (2.62), (2.63) описують МП та ПМ хвилi в
АФ при малому λ44 вiдповiдно. Дисперсiйнi спiввiдношення (2.61) можна
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переписати у бiльш компактному виглядi, яке легше проаналiзувати(
ω±
ω0

)2

=
1

2

(
1 + δ+k

2 ±
√

(1− δ−k2)2 + ζk2

)
, (2.64)

де δ± = v(2)
2

ω2
0

(
1±

(
c
v

)2
)
, ζ = 4λ44λ

ρ(2)ω4
0
,.

Для випадку високотемпературного антиферомагнетизму (v(2) > c),
дисперсiйнi спiввiдношення (2.64) показанi на рис. 2.3. Як можна бачити з
рiвняння (2.64) параметр, що враховує МП взаємодiю ζ має однакову роз-
мiрнiсть з δ±, таким чином можна встановити наступний критерiй мализни
параметру λ44, що набуває вигляду ζ < δ−.

Рисунок 2.3 — Залежнiсть нормованої частоти вiд хвильового вектора для
МП (синi) та ПМ (червонi) коливань для малого параметру зв’язку. На
вставцi те ж саме при вiдутностi МП взаємодiї. Для побудови взято c/v(2) =
2/3.

Анзац (2.59) дозволяє отримати спiввiдношення мiж амплiтудами ма-
гнонної Am, Bm та фононної Aph, Bph хвиль в АФ{

Am = λk
ω2
+−ω2

0−c2k2
Bm,

Aph = λk
ω2
−−ω2

0−c2k2
Bph,

(2.65)
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Оскiльки надалi нас бiльше цiкавлять МП коливання, розглядаеться ма-
гнонна мода, якiй вiдповiдає частота ω+. Граничнi умови (2.56)-(2.58) та
умови неперервностi змiщень u(1)

(
−d

2

)
= u(2)

(
−d

2

)
, u(2)

(
d
2

)
= u(3)

(
d
2

)
до-

зволяють отримати зв’язок мiж амплiтудами хвиль в аназацi (2.59) та закон
квантування хвиль

C = −Bm
k2c2

ω2
+−ω2

0−c2k2
sin kd

2 cos κd
2 +

Bm

(
(v(2))

2
k

(v(1))
2
κ
− λ44

ρ(v(1))
2
κ

λk
ω2
+−ω2

0−c2k2

)
cos kd

2 sin κd
2 ,

D = Bm

(
(v(2))

2
k

(v(1))
2
κ
− λ44

ρ(v(1))
2
κ

λk
ω2
+−ω2

0−c2k2

)
cos kd

2 cos κd
2 +

Bm
k2c2

ω2
+−ω2

0−c2k2
sin kd

2 sin κd
2 ,

[
1 + k2c2

ω2
+−ω2

0−c2k2
cos
(
k+κ

2 d
)]

tan kd
2 = (2.66)[

(v(2))
2
k

(v(1))
2
κ
− λ44

ρ(v(1))
2
κ

λk
ω2
+−ω2

0−c2k2

]
sinκd.

Висновки

Дослiдження густини енергiї кубiчного колiнеарного АФ з врахуванням
МП взаємодiї (деформацiї вважаються фiксованими) показало наявнiсть
шiстьох стiйких станiв (математично якi є рiвноправними). В даному роз-
дiлi бiльш детально розглянуто стан n = (0, 0, 1). Для малих коливань
навколо рiвноважного стану на основi варiацiйного методу отримано рiв-
няння руху в АФ якi включають в себе МП взаємодiю, згасання енергiї в
магнiтнiй i пружнiй пiдсистемах та накачку енергiї в систему за допомогою
спiнового струму.

Для конкретної геометрiї розташування АФ зразку (нанопроволоки) на
основi рiвнянь руху отримано дисперсiйнi спiввiдношення та граничнi умо-
ви. Сумiсне спiвставлення обох промiжних результатiв дозвоило отримати
закон квантування МП частот (2.66).

Для випадку коли найменша можлива частота коливань МП хивль спiв-
падає з частотою, що дається перетином фононної та магнонної гiлок дис-
персiйних кривих (за вiдсутностi МП зв’язку), отримано також закон кван-
тування, який встановлює зв’язок мiж усiма параметрами системи (за ви-
ключенням дисипацiй та спiнового струму, якi зараз тут не розглядалися).
У подальшому дослiдженнi динамiки системи саме ця частота вiдповiдати-
ме бiфуркацiйним значенням фiзично важливих параметрiв задачi.



Роздiл 3

Дослiдження динамiкi в
присутностi спiн
поляризованого струму

Вступ

В роздiлi дослiджуються особливостi динамiки кубiчного АФ з урахуван-
ням МП зв’язку. Лiнiйнi динамiчнi рiвняння (2.54), (2.55) розглядаються
для рiзних граничних випадкiв. У випадку малих коефiцiєнтiв тертя та МП
зв’язку обраховано мiнiмальний критичний спiновий струм який виводить
систему iз стану рiвноваги. Згiдно з загальною теорiєю при цьому значеннi
струму має народжуватись стiйкий цикл (на фазовому просторi).

Всi результати в роздiлi стосуються АФ, тобто областi (2), i тому iндекс
(2) в рiвняннях для зручностi не пишеться. Результати справедливi для
нескiнчненного АФ зразку.

Аналiтичнi результати отримуються для випадку малого коефiцiєнту
МП зв’язку та малих згасаннях в магнiтнiй та пружнiй пiдсистемах.

Граничнi випадки

Дисперсiйне рiвняння в загальному випадку

Шукаючи розв’язок рiвнянь руху (2.54), (2.55) у виглядi монохроматичних
хвиль n, u ∼ ei(ωt−kz), можна отримати систему рiвнянь

{(
−ω2 + c2k2 + ω2

0 + iωαGγHE + iγ2HEHcurr

)
na − ikλ44γ

2HE

Msat
ua = 0,(

−ω2 + c44
ρ k

2 + 2iωγelas

)
ua + ikλ44ρ na = 0,
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яка має нетривiальний розв’язок na 6= 0, ua 6= 0 при умовi

∣∣∣∣∣ −ω2 + c2k2 + ω2
0 + iωαGγHE + iγ2HEHcurr −ikλ44γ

2HE

Msat

ikλ44ρ −ω2 + c44
ρ k

2 + 2iωγelas

∣∣∣∣∣
= 0 (3.1)

МП зв’язок вiдсутнiй

У випадку вiдсутностi МП зв’язку λ44 = 0 дисперсiйне рiвняння (3.1) дає

−ω2 + c2k2 + ω2
0 + iωαGγHE + iγ2HEHcurr = 0, (3.2)

Розв’язки (3.2) знаходяться як для звичайного квадратного рiвняння

ω± = iαGγHE

2 ± 1
2

√
4 (c2k2 + ω2

0 + iγ2HEHcurr)− (αGγHE)2

= iγeff ±
√
c2k2 + ω2

0 + is− γ2
ef (3.3)

= iγef ± 4

√(
c2k2 + ω2

0 − γ2
ef

)2

+ s2e
i
2 arctan s

c2k2+ω20−γ
2
ef ,

де γef = 1
2αGγHE, s = γ2HEHcurr.

Можна переписати (3.3) як

ω± = ± 4

√(
c2k2 + ω2

0 − γ2
ef

)2

+ s2 cos
[

1
2 arctan s

c2k2+ω2
0−γ2ef

]
+i

(
γef ± 4

√(
c2k2 + ω2

0 − γ2
ef

)2

+ s2 sin
[

1
2 arctan s

c2k2+ω2
0−γ2ef

])
,

Використовуючи формули

sin ξ
2 =

√
1−cos ξ

2 , cos ξ
2 =

√
1+cos ξ

2 , cos [arctan ζ] = 1√
1+ζ2

,

отримаємо

ω± = ± 1√
2

√√(
c2k2 + ω2

0 − γ2
ef

)2

+ s2 + c2k2 + ω2
0 − γ2

ef

+i

γef ± 1√
2

√√(
c2k2 + ω2

0 − γ2
ef

)2

+ s2 −
(
c2k2 + ω2

0 − γ2
ef

) , (3.4)
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Знайдемо такий критичний струм scr, при якому уявна частина частоти
(3.4) стає рiвною нулевi, в цьому випадку змiнюється тип коливань системи
зi згасаючих на постiйнi (автоосциляцiї)

2γ2
ef =

√(
c2k2 + ω2

0 − γ2
ef

)2

+ s2 −
(
c2k2 + ω2

0 − γ2
ef

)
,√(

c2k2 + ω2
0 − γ2

ef

)2

+ s2 = c2k2 + ω2
0 + γ2

ef ,

s2 =
(
c2k2 + ω2

0 + γ2
ef

)2 −
(
c2k2 + ω2

0 − γ2
ef

)2
,

s2 = 4γ2
ef

(
c2k2 + ω2

0

)
,

scr = 2γef
√
c2k2 + ω2

0,

Як можна бачити критичний струм приймає значення αGγHE

√
c2k2 + ω2

0,
для "м’якої"моди, k = 0, маємо scrk=0 = αGγHEω0.

Згасання вiдсутнi

Використаємо (3.1) для випадку коли дисипацiя вiдсутня, вiдповiдне дi-
сперсiйне рiвняння набуде вигляду

ω4 − c2ω
2 + c0 = 0, (3.5)

де c0 = c44
ρ k

2
(
ω2

0 + c2k2
)
− k2λ

2
44γ

2HE

ρMsat
+ iγ2 c44

ρ k
2HEHcurr,

c2 = ω2
0 + c2k2 + c44

ρ k
2 + iγ2HEHcurr.

Розв’язком (3.5) є двi пари МП (знак +) та ПМ (знак –) хвиль

ω2
± =

c2

2
± 1

2

√
c2

2 − 4c0,

Спростимо це

c2
2 − 4c0

=
(
ω2

0 + c2k2 + c44
ρ k

2 + is
)2

− 4c44ρ k
2
(
ω2

0 + c2k2 + is
)

+ k2Λ

=
(
ω2

0 + c2k2 − c44
ρ k

2 + is
)2

+ k2Λ,

де Λ = λ244γ
2HE

ρMsat
.

Частоти МП (ωME) та ПМ (ωEM) хвиль записуються як
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ω2
ME = 1

2

(
ω2

0 + c2k2 + c44
ρ k

2 + is
)

+ 1
2

√(
ω2

0 + c2k2 − c44
ρ k

2 + is
)2

+ k2Λ,

ω2
EM = 1

2

(
ω2

0 + c2k2 + c44
ρ k

2 + is
)
− 1

2

√(
ω2

0 + c2k2 − c44
ρ k

2 + is
)2

+ k2Λ,

Для нас представляє iнтерес розгляд МП хвилi, тому далi працюємо з
ωME. Для її знаходження, представимо ω2

ME в експоненцiйнiй формi

(
ω2

0 + c2k2 − c44
ρ k

2 + is
)2

+ k2Λ =(
ω2

0 + c2k2 − c44
ρ k

2
)2

+ k2Λ− s2 + 2is
(
ω2

0 + c2k2 − c44
ρ k

2
)

= a1e
ib1,

де

a1 =

√[(
ω2

0 + c2k2 − c44
ρ k

2
)2

+ k2Λ− s2

]2

+ 4s2
[
ω2

0 + c2k2 − c44
ρ k

2
]2

,

b1 = arctan
2s(ω2

0+c2k2− c44ρ k
2)

(ω2
0+c2k2− c44ρ k2)

2
+k2Λ−s2

.

Таким чином

√
a1eib1 = 1√

2
(c1+ + ic1−) ,

де

(c1±)2 =

√((
ω2

0 + c2k2 − c44
ρ k

2
)2

+ k2Λ− s2

)2

+ 4s2
(
ω2

0 + c2k2 − c44
ρ k

2
)2

±
((
ω2

0 + c2k2 − c44
ρ k

2
)

2 + k2Λ− s2
)
,

(при знаходженнi c1± добувається арифметичний корiнь). Вiдповiдна
частота набуває вигляду

ω2
ME = 1

2

(
ω2

0 + c2k2 + c44
ρ k

2 + is
)

+ 1√
2

(c1+ + ic1−)

= 1
2

(
ω2

0 + c2k2 + c44
ρ k

2 + c1+√
2

)
+ i

2

(
s+ c1−√

2

)
= a2e

ib2,
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де

a2 = 1
2

√(
ω2

0 + c2k2 + c44
ρ k

2 + c1+√
2

)2

+
(
s+ c1−√

2

)2

, b2 = arctan
s+

c1−√
2

ω2
0+c2k2+

c44
ρ k

2+
c1+√

2

.
Беручи до уваги, що

e
i
2b2 = 1√

a2

(
c2+√

2
+ ic2−√

2

)
,

де

(c2±)2 =

√(
ω2

0 + c2k2 + c44
ρ k

2 + c1+√
2

)2

+
(
s+ c1−√

2

)2

±
(
ω2

0 + c2k2 + c44
ρ k

2 + c1+√
2

)
,

(добувається арифметичний квадратний корiнь).
Остаточно маємо

ωME± = ±
(
c2+√

2
+ i

c2−√
2

)
, (3.6)

Частота МП хвилi у випадку вiдсутностi згасання та за наявностi спi-
нового струму дається виразом (3.6).

Спiновий струм вiдсутнiй

У вiдсутностi спiнового струму, умова (3.1) дає дисперсiйне рiвняння

ω4 − ic3ω
3 − c2ω

2 + ic1ω + c0 = 0, (3.7)

де c0 = c44
ρ k

2
(
ω2

0 + c2k2
)
− k2λ

2
44γ

2HE

ρMsat
,

c1 = αGγHE
c44
ρ k

2 + 2γelas
[
c2k2 + ω2

0

]
,

c2 = 2γelasγαGHE + ω2
0 + c2k2 + c44

ρ k
2,

c3 = γαGHE + 2γelas.
Розв’язок (3.7) будемо шукати у виглядi iγ1ef ± ω1, iγ2ef ± ω2, вони за-

довольняють рiвняння

(ω − iγ1ef − ω1) (ω − iγ1ef + ω1) (ω − iγ2ef − ω2) (ω − iγ2ef + ω2)

=
(

(ω − iγ1ef)
2 − ω2

1

)(
(ω − iγ2ef)

2 − ω2
2

)
=
(
ω2 − 2iωγ1ef − γ2

1ef − ω2
1

) (
ω2 − 2iωγ2ef − γ2

2ef − ω2
2

)
(3.8)

ω4 − 2i (γ1ef + γ2ef)ω
3 −

(
(γ1ef + γ2ef)

2 + ω2
1 + ω2

2

)
ω2

+2i
[
γ1ef

(
γ2

2ef + ω2
2

)
+ γ2ef

(
γ2

1ef + ω2
1

)]
ω +

(
γ2

1ef + ω2
1

) (
γ2

2ef + ω2
2

)
,

Порiвнюючи (3.8) з (3.7) та прирiвнюючи коефiцiєнти при однакових
степенях ω ми отримаємо
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γ1ef + γ2ef = 1
2γαGHE + γelas, (3.9)

(γ1ef + γ2ef)
2 + ω2

1 + ω2
2 = 2γelasγαGHE + ω2

0 + c2k2 + c44
ρ k

2, (3.10)

2
[
γ1ef

(
γ2

2ef + ω2
2

)
+ γ2ef

(
γ2

1ef + ω2
1

)]
(3.11)

= αGγHE
c44
ρ k

2 + 2γelas
[
c2k2 + ω2

0

]
,(

γ2
1ef + ω2

1

) (
γ2

2ef + ω2
2

)
= c44

ρ k
2
(
ω2

0 + c2k2
)
− k2λ

2
44γ

2HE

ρMsat
, (3.12)

Вважаємо, що кофiцiєнт МП зв’язку малий порiвняно з дисипацiями,
тобто kλ44ρ < γ2

elas, k
λ44γ
Msat

< 1
2α

2
G (хвильовий вектор k тут вважається фiксо-

ваним, вiн квантується як показано в попередньому роздiлi). Подальший
розв’язок рiвнянь (3.9)-(3.12) будемо проводити методом послiдовних на-
ближень. У нульовому наближеннi λ44 = 0 маємо

γ
(0)
1ef = 1

2γαGHE, (3.13)

γ
(0)
2ef = γelas, (3.14)(

ω
(0)
1

)2

= ω2
0 + c2k2, (3.15)(

ω
(0)
2

)2

= c44
ρ k

2, (3.16)

Аналiзуючи (3.9), (3.10), не важко здогадатися, що в першому набли-
женнi розв’язок (3.7) має вигляд

γ
(1)
1ef = γ

(0)
1ef − aλ2

44, (3.17)

γ
(1)
2ef = γ

(0)
2ef + aλ2

44, (3.18)

ω
(1)
1± = ±

(
ω

(0)
1 + bλ2

44

)
, (3.19)

ω
(1)
2± = ±

(
ω

(0)
2 − bλ2

44

)
, (3.20)

де a, b – деякi константи. Пiдстановка (3.17)-(3.20) в (3.11) дає
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γ
(1)
1ef

((
γ

(1)
2ef

)2

+
(
ω

(1)
2

)2
)

+ γ
(1)
2ef

((
γ

(1)
1ef

)2

+
(
ω

(1)
1

)2
)

=
(
γ

(0)
1ef − aλ2

44

)((
γ

(0)
2ef + aλ2

44

)2

+
(
ω

(0)
2 − bλ2

44

)2
)

+
(
γ

(0)
2ef + aλ2

44

)((
γ

(0)
1ef − aλ2

44

)2

+
(
ω

(0)
1 + bλ2

44

)2
)

=
(
γ

(0)
1ef − aλ2

44

)((
γ

(0)
2ef

)2

+ 2aγ
(0)
2efλ

2
44 +

(
ω

(0)
2

)2

− 2bω
(0)
2 λ2

44

)
+
(
γ

(0)
2ef + aλ2

44

)((
γ

(0)
1ef

)2

− 2aγ
(0)
1efλ

2
44 +

(
ω

(0)
1

)2

+ 2bω
(0)
1 λ2

44

)
= γ

(0)
1ef

(
ω

(0)
2

)2

+ γ
(0)
2ef

(
ω

(0)
1

)2

+

(
a
(
ω

(0)
1

)2

− a
(
ω

(0)
2

)2

− 2bγ
(0)
1efω

(0)
2 + 2bγ

(0)
2efω

(0)
1

)
λ2

44

= γ
(0)
1ef

(
ω

(0)
2

)2

+ γ
(0)
2ef

(
ω

(0)
1

)2

,

Таким чином отримаємо зв’язок мiж коефiцiєнтами a та b

b =
a

2

(
ω

(0)
1

)2

−
(
ω

(0)
2

)2

γ
(0)
1efω

(0)
2 − γ

(0)
2efω

(0)
1

, (3.21)

Пiдстановка (3.17)-(3.20) в (3.12) дає

(
γ2

1ef + ω2
1

) (
γ2

2ef + ω2
2

)
=

((
γ

(1)
1ef

)2

+
(
ω

(1)
1

)2
)((

γ
(1)
2ef

)2

+
(
ω

(1)
2

)2
)

=

((
γ

(0)
1ef − aλ2

44

)2

+
(
ω

(0)
1 + bλ2

44

)2
)

×
((

γ
(0)
2ef + aλ2

44

)2

+
(
ω

(0)
2 − bλ2

44

)2
)

=
(
ω

(0)
1

)2

+
(
ω

(0)
2

)2

+

(
−2aγ

(0)
1efω

(0)
2 + 2aγ

(0)
2efω

(0)
1 + 2bω

(0)
1

(
ω

(0)
2

)2

− 2b
(
ω

(0)
1

)2

ω
(0)
2

)
λ2

44

= c44
ρ k

2
(
ω2

0 + c2k2
)
− k2λ

2
44γ

2HE

ρMsat
,
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Тобто

2a
(
γ

(0)
2efω

(0)
1 − γ

(0)
1efω

(0)
2

)
+ 2b

(
ω

(0)
1

(
ω

(0)
2

)2

−
(
ω

(0)
1

)2

ω
(0)
2

)
= −k2 γ2HE

ρMsat
,

2a
(
γ

(0)
2efω

(0)
1 − γ

(0)
1efω

(0)
2

)2

− aω(0)
1 ω

(0)
2

(
ω

(0)
2 − ω

(0)
1

)((
ω

(0)
1

)2

−
(
ω

(0)
2

)2
)

= −k2 γ2HE

ρMsat

(
γ

(0)
2efω

(0)
1 − γ

(0)
1efω

(0)
2

)
,

a = −k2 γ2HE

ρMsat

γ
(0)
2efω

(0)
1 −γ

(0)
1efω

(0)
2

2(γ(0)2efω
(0)
1 −γ

(0)
1efω

(0)
2 )

2
−ω(0)

1 ω
(0)
2 (ω(0)

2 −ω
(0)
1 )

(
(ω(0)

1 )
2
−(ω(0)

2 )
2) , (3.22)

Беручи до уваги (3.21) маємо

b = k2 γ
2HE

2ρMsat

2

(
γ

(0)
2efω

(0)
1 − γ

(0)
1efω

(0)
2

)2

(
ω

(0)
1

)2

−
(
ω

(0)
2

)2 − ω(0)
1 ω

(0)
2

(
ω

(0)
2 − ω

(0)
1

)
−1

, (3.23)

У першому наближеннi вирази для МП (iндекс 1) та ПМ (iндекс 2)
хвиль даються формулами (3.17)-(3.20), (3.22), (3.23).

Порiвняння граничних випадкiв

Для випадку γef = 0 формула (3.4) дозволяє отримати

Im {ω−} = − 1√
2

√√
(c2k2 + ω2

0)
2

+ s2 − c2k2 − ω2
0

≈ − 1√
2

√
(c2k2 + ω2

0)
(

1 + s2

2(c2k2+ω2
0)

2

)
− c2k2 − ω2

0 (3.24)

≈ −1
2

s√
c2k2+ω2

0

,

Для випадку s = 0, γ1ef 6= 0, γ2ef 6= 0, λ44 6= 0 з (3.17) ми маємо

Im {ω1−} = γ
(0)
1ef − aλ

2
44, (3.25)

де a дається формулою (3.22). Порiвнюючи (3.24) та (3.25) ми можемо
написати загальний розв’язок як суперпозицiю отриманих розв’язкiв (це
вiрно для лiнiйного наближення)
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Im {ω1−} = −1

2

s√
c2k2 + ω2

0

+ γ
(0)
1ef − aλ

2
44, (3.26)

Критичне значення спiнового струму scr знаходиться з умови Im {ω1−} =
0, з (3.26) отримаємо

scr = 2
√
c2k2 + ω2

0

(
γ

(0)
1ef − aλ

2
44

)
, (3.27)

Знайдемо вiдповiдну частоту автоосциляцiй Re {ω−}

Re {ω−} = − 1√
2

√√
(c2k2 + ω2

0)
2

+ s2 + c2k2 + ω2
0

= − 1√
2

√
(c2k2 + ω2

0)
(

1 + s2

2(c2k2+ω2
0)

2

)
+ c2k2 + ω2

0

= −
√
c2k2 + ω2

0 + s2

4(c2k2+ω2
0)

= −
√
c2k2 + ω2

0

(
1 + s2

8(c2k2+ω2
0)

2

)
= ω

(0)
1− + s2

8(ω(0)
1−)

3

Вiдповiдна частота рiвна

ωcr1− = −

(√
c2k2 + ω2

0 +
(scr)2

8 (c2k2 + ω2
0)

3 − bλ
2
44

)
, (3.28)

Решта розв’язкiв дисперсiйного рiвняння (3.1) в лiнiйному наближеннi
знаходяться аналогiчним чином, використовуючи (3.13)-(3.20) та розв’язок
(3.5). Бiльш точнi розв’язки, що враховують нелiнiйнi доданки, можна зна-
ходити у виглядi ряду по ступеням λ2

44 проте при цьому виникають бiльш
складно аналiтично розв’язуванi рiвняння, i точний результат може бути
отриманий лише чисельно.

Висновки

Для малих вiдхилень вектора Нееля вiд положення рiвноваги n = (0, 0, 1)
дослiджено випадок виводу його iз цього стану. Для спрощенного випадку
(Роздiл 2), при якому система описується за допомогою двох узагальнених
координат та чотирьох параметрiв, дослiджено можливi граничнi випад-
ки i у кожному отримано розв’язок вiдповiдного дисперсiйного рiвняння.
Показана навнiсть такого значення спiнового струму – критичне значення,
при якому уявна частина однiєї з частот стає рiвною нулевi. При цьому
вiдбувається змiна типу коливань: зi згасаючих на постiйнi.
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Вважаючи МП зв’язок, згасання, а тому i критичний спiновий струм
малим, знайдено лiнiйнi по всiм цим параметрам розв’язки дисперсiйних
рiвнянь. Визначено критичний струм та вiдповiдну частоту коливань при
цьому значеннi струму.

Суттєвим спрощенням є те, що для малих параметрiв системи крити-
чний струм теж є малим i вiн може бути знайдений з лiнiйного рiвняння.
При збiльшеннi значень цих параметрiв, рiвняння для струму вже буде
нелiнiйним i може бути розв’язаним лише чисельно. Проте варто зауважи-
ти, що розглядаються лише малi вiдхилення вiд рiвноважного стану i тому
отриманий критичний струм носить характер мiнiмально можливого, який
виводить систему iз рiвноваги. Для бiльш точного аналiзу динамiки систе-
ми для s > scr варто розглядати повний Лагранжiан (2.27) та вiдповiднi
йому рiвняння.



Роздiл 4

Динамiка поблизу
атрактора

Вступ

Розглядається одновимiрний випадок (нанопроволока) для повного Ла-
гранжiану (2.27). Для випадку вiдсутностi МП зв’язку показано, що на фа-
зовому просторi iснує граничний цикл, визначено розмiр циклу. Чисельнi
розрахунки пiдтвердили це. При врахуваннi МП зв’язку у системi можуть
вiдбуватися коливання навколо граничного циклу (нутацiя), якщо МП хви-
ля представляє собою бiжучу хвилю. Чисельний розрахунок проводився
тiльки в цьому випадку.

Всi результати в роздiлi стосуються АФ, тобто областi (2), i тому iндекс
(2) в рiвняннях для зручностi не пишеться. Результати справедливi для
нескiнчненного АФ зразку.

Вивiд рiвнянь руху

Для тiєї ж самої геометрiї розташування нанопроволоки (Роздiл 2) за-
пишемо повну густину потенцiальної енергiї (2.1)

Wn = 1
2c11

(
∂uz
∂z

)2
+ 1

2c44

[(
∂ux
∂z

)2
+
(
∂uy
∂z

)2
]

+

+1
2λ11n

2
z
∂uz
∂z + λ12

(
n2
x + n2

y

)
∂uz
∂z + (4.1)

+λ44nz

(
nx

∂ux
∂z + ny

∂uy
∂z

)
− 1

4MsatHan

(
n4
x + n4

y + n4
z

)
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Аби задовольнити умову нормування вектора Нееля |n| = 1 перейдемо
до змiнних Θ,Φ за формулами

nx = sin Θ cos Φ

ny = sin Θ sin Φ

nz = cos Θ

(4.2)

Враховуючи (4.2) потенцiал (4.1) набуде вигляду

Wn = 1
2c11

(
∂uz
∂z

)2
+ 1

2c44

[(
∂ux
∂z

)2
+
(
∂uy
∂z

)2
]

+1
2λ11 cos2 Θ∂uz

∂z + λ12 sin2 Θ∂uz
∂z (4.3)

+1
2λ44 sin 2Θ

(
cos Φ∂ux

∂z + sin Φ
∂uy
∂z

)
−1

4MsatHan

(
sin4 Θ

[
1− 1

2 sin2 2Φ
]

+ cos4 Θ
)
,

Тепер працюємо з Лагранжiаном (2.27), i також перепишемо все в тер-
мiнах Θ,Φ

ṅx = Θ̇ cos Θ cos Φ− Φ̇ sin Θ sin Φ,

ṅy = Θ̇ cos Θ sin Φ + Φ̇ sin Θ cos Φ,

ṅz = −Θ̇ sin Θ,

ṅ×n =

∣∣∣∣∣∣
i j k
ṅx ṅy ṅz
nx ny nz

∣∣∣∣∣∣ = (ṅynz − ṅzny, ṅznx − ṅxnz, ṅxny − ṅynx) ,

Заишемо останнiй вираз покомпонентно

ṅynz − ṅzny
= cos Θ

(
Θ̇ cos Θ sin Φ + Φ̇ sin Θ cos Φ

)
+ Θ̇ sin Θ sin Θ sin Φ

= Θ̇ sin Φ + Φ̇ sin Θ cos Θ cos Φ,

ṅznx − ṅxnz
= −Θ̇ sin Θ sin Θ cos Φ− cos Θ

(
Θ̇ cos Θ cos Φ− Φ̇ sin Θ sin Φ

)
= −Θ̇ cos Φ + Φ̇ sin Θ cos Θ sin Φ,
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ṅxny − ṅynx
= sin Θ sin Φ

(
Θ̇ cos Θ cos Φ− Φ̇ sin Θ sin Φ

)
− sin Θ cos Φ

(
Θ̇ cos Θ sin Φ + Φ̇ sin Θ cos Φ

)
= −Φ̇ sin2 Θ,

таким чином

(ṅ×n)2(
Θ̇ sin Φ + Φ̇ sin Θ cos Θ cos Φ

)2

+
(
−Θ̇ cos Φ + Φ̇ sin Θ cos Θ sin Φ

)2

+
(
−Φ̇ sin2 Θ

)2

= Θ̇2 + Φ̇2 sin2 Θ,

Аналогiчно отримаємо(
∂n

∂z
× n

)2

=

(
∂Θ

∂z

)2

+

(
∂Φ

∂z

)2

sin2 Θ,

Тодi густина функцiї Лагранжа (2.27) набуде вигляду

L = Msat

2γ2Hex

(
Θ̇2 + Φ̇2 sin2 Θ− c2

((
∂Θ
∂z

)2
+
(
∂Φ
∂z

)2
sin2 Θ

))
(4.4)

+1
2ρu̇

2 −Wn,

А густина функцiї Релея (2.29) перепишеться як

R = αGMsat

2γ

(
Θ̇2 + Φ̇2 sin2 Θ

)
−MsatHcurrsx

(
Θ̇ sin Φ + Φ̇ sin Θ cos Θ cos Φ

)
(4.5)

−MsatHcurrsy

(
−Θ̇ cos Φ + Φ̇ sin Θ cos Θ sin Φ

)
+MsatHcurrszΦ̇ sin2 Θ + γelasρu̇

2,

Знайдемо необхiднi похiднi, що фiгурують в (2.31)
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∂L
∂Θ = Msat

2γ2Hex

(
Φ̇2 − c2

(
∂Φ
∂z

)2
)

sin 2Θ

+1
2λ11 sin 2Θ∂uz

∂z − λ12 sin 2Θ∂uz
∂z

−λ44 cos 2Θ
(

cos Φ∂ux
∂z + sin Φ

∂uy
∂z

)
+1

2MsatHan

(
sin2 Θ

[
1− 1

2 sin2 2Φ
]
− cos2 Θ

)
sin 2Θ,

∂L
∂Θ̇

= Msat

γ2Hex
Θ̇,

∂L
∂ (∂Θ/∂z)

= −Msatc
2

γ2Hex

∂Θ

∂z
,

∂L
∂Φ = −1

2λ44 sin 2Θ
(
− sin Φ∂ux

∂z + cos Φ
∂uy
∂z

)
−1

4MsatHan sin4 Θ sin 4Φ,

∂L
∂Φ̇

= Msat

γ2Hex
Φ̇ sin2 Θ,

∂L
∂ (∂Φ/∂z)

= −Msatc
2

γ2Hex

∂Φ

∂z
sin2 Θ,

∂L
∂ui

= 0,

∂L
∂u̇i

= ρu̇i,

∂L
∂ (∂ux/∂z)

= −c44
∂ux
∂z
− 1

2
λ44 sin 2Θ cos Φ,

∂L
∂ (∂uy/∂z)

= −c44
∂uy
∂z
− 1

2
λ44 sin 2Θ sin Φ,

∂L
∂ (∂uz/∂z)

= −c11
∂uz
∂z
− 1

2
λ11 cos2 Θ− λ12 sin2 Θ,
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∂R
∂Θ̇

= αGMsat

γ Θ̇−MsatHcurr (sx sin Φ− sy cos Φ) ,

∂R
∂Φ̇

= αGMsat

γ Φ̇ sin2 Θ− 1
2MsatHcurr (sx cos Φ− sy sin Φ) sin 2Θ

+MsatHcurrsz sin2 Θ,

∂R
∂u̇i

= 2γelasρu̇i,

d
dt

(
∂L
∂Θ̇

)
= Msat

γ2Hex
Θ̈,

d
dt

(
∂L
∂Φ̇

)
= Msat

γ2Hex

(
Φ̈ sin2 Θ + Φ̇Θ̇ sin 2Θ

)
,

d
dt

(
∂L
∂u̇i

)
= ρüi,

∂

∂z

(
∂L

∂ (∂Θ/∂z)

)
= −Msatc

2

γ2Hex

∂2Θ

∂z2
,

∂

∂z

(
∂L

∂ (∂Φ/∂z)

)
= −Msatc

2

γ2Hex

(
∂2Φ

∂z2
sin2 Θ +

∂Φ

∂z

∂Θ

∂z
sin 2Θ

)
,

∂

∂z

(
∂L

∂ (∂ux/∂z)

)
= −c44

∂2ux
∂z2

− λ44
∂Θ

∂z
cos 2Θ cos Φ +

1

2
λ44

∂Φ

∂z
sin 2Θ sin Φ,

∂

∂z

(
∂L

∂ (∂uy/∂z)

)
= −c44

∂2uy
∂z2
− λ44

∂Θ

∂z
cos 2Θ sin Φ− 1

2
λ44

∂Φ

∂z
sin 2Θ cos Φ,

∂

∂z

(
∂L

∂ (∂uz/∂z)

)
= −c11

∂2uz
∂z2

+
1

2
λ11

∂Θ

∂z
sin 2Θ− λ12

∂Θ

∂z
sin 2Θ,

Тодi рiвняння руху мають форму
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Θ̈− 1
2

(
Φ̇2 − c2

(
∂Φ
∂z

)2
)

sin 2Θ (4.6)

−γ2Hex

Msat

(
1
2λ11 − λ12

)
sin 2Θ∂uz

∂z + γ2Hex

Msat
λ44 cos 2Θ

(
cos Φ∂ux

∂z + sin Φ
∂uy
∂z

)
−1

2γ
2HexHan

(
sin2 Θ

[
1− 1

2 sin2 2Φ
]
− cos2 Θ

)
sin 2Θ− c2 ∂2Θ

∂z2

= −γαGHexΘ̇ + γ2HexHcurr (sx sin Φ− sy cos Φ) ,

Φ̈ sin2 Θ + Φ̇Θ̇ sin 2Θ + 1
2λ44

γ2Hex

Msat
sin 2Θ

(
− sin Φ∂ux

∂z + cos Φ
∂uy
∂z

)
+1

4γ
2HexHan sin4 Θ sin 4Φ− c2

(
∂2Φ
∂z2 sin2 Θ + ∂Φ

∂z
∂Θ
∂z sin 2Θ

)
(4.7)

= −γαGHexΦ̇ sin2 Θ + 1
2γ

2HexHcurr (sx cos Φ− sy sin Φ) sin 2Θ,

−γ2HexHcurrsz sin2 Θ,

üx − c44
ρ
∂2ux
∂z2 −

λ44
ρ
∂Θ
∂z cos 2Θ cos Φ + λ44

2ρ
∂Φ
∂z sin 2Θ sin Φ = −2γelasu̇x, (4.8)

üy − c44
ρ
∂2uy
∂z2 −

λ44
ρ
∂Θ
∂z cos 2Θ sin Φ− λ44

ρ
∂Φ
∂z sin 2Θ cos Φ = −2γelasu̇y, (4.9)

üz − c11
ρ
∂2uz
∂z2 + 1

ρ

(
1
2λ11 − λ12

)
∂Θ
∂z sin 2Θ = −2γelasu̇z, (4.10)

МП зв’язок вiдсутнiй

Розглянемо випадок вiдсутностi МП зв’язку, як i в лiнiйному наближенi
зафiксуємо поляризацiю спiнового струму у напрямку (0, 0, 1). Поки що не
розглядаємо залежнiсть вiд z, що вiдповiдає "м’якiй"модi. В цьому випадку
рiвняння (4.6), (4.7) матимуть вигляд

Θ̈− 1
2Φ̇2 sin 2Θ + 2γefΘ̇ (4.11)

−1
2ω

2
m

(
sin2 Θ

[
1− 1

2 sin2 2Φ
]
− cos2 Θ

)
sin 2Θ = 0,

Φ̈ sin2 Θ + Φ̇Θ̇ sin 2Θ + 1
4ω

2
m sin4 Θ sin 4Φ (4.12)

+2γef Φ̇ sin2 Θ + ω2
s sin2 Θ = 0,
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де ω2
s = γ2HexHcurr, γef = 1

2γαGHex, ω
2
m = γ2HexHan. Як було показано

ранiше (Роздiл 3) для струму scr = 2γefωm точка (Θ,Φ) = (0, 0) стає не-
стiйкою i згiдно з загальною теорiєю народжується стiйкий цикл [19]. Щоб
це перевiрити шукаємо розв’язок рiвнянь руху у виглядi Θ = Θc,Φ = Φ (t)
(з асимптотичних мiркувань), де Θc деякий постiйний кут. Використаємо
(4.12)

Φ̈ + 2γef Φ̇ + 1
4ω

2
m sin2 Θc sin 4Φ + ω2

s = 0,

позначивши δ =
γef
ωm
, s = ω2

s

ω2
m
та перейшовши до безрозмiрного часу τ по

формулi τ = ωmt, отримаємо

Φ̈ + 2δΦ̇ + 1
4 sin2 Θc sin 4Φ + s = 0, (4.13)

Для великих τ можна найти асимптотичний розв’язок поклавши Θc = 0
(як лiмiт для циклу нульового радiусу), таким чином

Φ̈ + 2δΦ̇ + s = 0, (4.14)

нехай Φ = χ− s
2δτ , тодi

χ̈+ 2δχ̇ = 0⇒ χ (τ) = c1 + c2e
−2δτ ,

I загальний розв’язок має вигляд Φ (τ) = c1 + c2e
−2δτ − s

2δτ . Константи
c1, c2 знайдемо для початкових умов Φ (0) = Φ̇ (0) = 0, таким чином

c1 = −c2, c2 = − s
4δ2 ,

Асимптотика Φ∞ (τ) для великих τ є

Φ∞ (τ) =
s

4δ2

(
1− e−2δτ

)
− s

2δ
τ, (4.15)

Для малих τ , маємо, що Φ також мале i (4.13) перепишеться як

Φ̈ + 2δΦ̇ + sin2 ΘcΦ + s = 0, (4.16)

Аналiзуючи потенцiал (Додаток А) можна зробити висновок, що sin2 Θc ∈(
0, 1

2

]
. Тобто мають мiсце три випадки sin2 Θc < δ2, sin2 Θc = δ2, sin2 Θc >

δ2. Позначимо Φ = χ− s
sin2 Θc

, i з (4.16) отримаємо
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χ̈+ 2δχ̇+ sin2 Θcχ = 0,

Це рiвняння має розв’язок

χ (τ) =


c1 cos

(√
sin2 Θc − δ2τ

)
+ c2 sin

(√
sin2 Θc − δ2τ

)
, sin2 Θc > δ2,

(c1 + c2τ) e−δτ , sin2 Θc = δ2,

c1 cosh
(√

δ2 − sin2 Θcτ
)

+ c2 sinh
(√

δ2 − sin2 Θcτ
)
, sin2 Θc < δ2,

Для початкової умови Φ (0) = Φ̇ (0) = 0 визначимо

Φ0 (τ) =
s

sin2 Θc


cos
(√

sin2 Θc − δ2τ
)
− 1, sin2 Θc > δ2,

(1 + δτ) e−δτ − 1, sin2 Θc = δ2,

cosh
(√

δ2 − sin2 Θcτ
)
− 1, sin2 Θc < δ2,

Як можна бачити Φ (τ) є монотонною функцiєю. Тому для деякого s, на
фазовому просторi може iснувати граничний цикл. Покажемо це чисельно.
Рiвняння руху (4.11), (4.12) приймають вигляд

Θ̈− 1
2Φ̇2 sin 2Θ + 2δΘ̇ (4.17)

−1
2

(
sin2 Θ

[
1− 1

2 sin2 2Φ
]
− cos2 Θ

)
sin 2Θ = 0,

Φ̈ sin2 Θ + Φ̇Θ̇ sin 2Θ (4.18)
+1

4 sin4 Θ sin 4Φ + 2δΦ̇ sin2 Θ + s sin2 Θ = 0,

Розв’язуючи цi рiвняння чисельно (Додаток В) для початкової умо-
ви
[
Θ, Θ̇,Φ, Φ̇

]
=
[
π
8 , 0, 0, 0

]
, отримано критичне значення струму, яке

вiдповiдає обертальному руху вектора Нееля навколо положення (0, 0, 1)
рис.4.1(г).
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Рисунок 4.1 — Типи динамiки поблизу циклу для δ = 0.1, МП вiдсутнiй.
(а),(в) – частина фазового простору (nx, ny) для значень спiнового струму
s∗
(
1− 10−3

)
(стiйкий фокус), s∗

(
1 + 10−3

)
(репелер) вiдповiдно; (б) – теж

саме для струму s∗ ≈ 0.19328 (граничний цикл); (г) – конфiгурацiйний
простiр для для струму s∗, видна наявнiсть граничного циклу.

Вибiр початкової умови – це фактично задання початкової енергiї систе-
ми, якщо потiм вiдповiдна енергiя за рахунок спiнової накачки буде трохи
бiльша цього значення, так щоб рiзниця енергiй компенсувала тертя, то в
системi будуть наявнi стiйкi обертання (прецесiя) вектора Нееля рис. 4.1(в).
Якщо ж енергiї спiнового струму не досить для подолання втрат через тер-
тя, то система буде прямувати до рiвноважного стану (0, 0, 1) (стiйкий фо-
кус) рис. 4.1(а). Для великих енергiй накачки система буде весь час якось
рухатися по фазовому простору i навколо стiких станiв АФ потенцiалу (4.1)
будуть утворюватися вiдштовхуючи областi – репелери рис. 4.1(в).

Використовуючи (4.15) та рiвняння руху (4.17) неважко знайти радiус
граничного циклу

Rcycle =
1

2δ

√
4

7
(4δ2 − s2), (4.19)

Як було отримано ранiше для малих коливань критичний струм ста-
новить scrmin = 2δ, вираз (4.19) показує, що у випакду будь-яких коливань
критичний струм scr ∈ [0, 2δ] , що вiдповiдає рiзним початковим умовам
Θ (0) ∈

[
0, π4
]
.
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Ненульовий МП зв’язок

Рiвняння руху (4.6)-(4.10) для напрямку спiнової поляризацiї (0, 0, 1) ма-
ють вигляд

Θ̈− κ2
AF

∂2Θ
∂ξ2 −

1
2

(
Φ̇2 − κ2

AF

(
∂Φ
∂ξ

)2
)

sin 2Θ (4.20)

−λAF1 sin 2Θ∂uz
∂ξ + λAF2 cos 2Θ

(
cos Φ∂ux

∂ξ + sin Φ
∂uy
∂ξ

)
−1

2

(
sin2 Θ

[
1− 1

2 sin2 2Φ
]
− cos2 Θ

)
sin 2Θ = −2δAF Θ̇,

Φ̈ sin2 Θ + Φ̇Θ̇ sin 2Θ + 1
2λ

AF
2 sin 2Θ

(
− sin Φ∂ux

∂ξ + cos Φ
∂uy
∂ξ

)
+1

4 sin4 Θ sin 4Φ− κ2
AF

(
∂2Φ
∂ξ2 sin2 Θ + ∂Φ

∂ξ
∂Θ
∂ξ sin 2Θ

)
(4.21)

= −2δAF Φ̇ sin2 Θ− s sin2 Θ,

üx − κ2
2el

∂2ux
∂ξ2 − λ

el
2
∂Θ
∂ξ cos 2Θ cos Φ + 1

2λ
el
2
∂Φ
∂ξ sin 2Θ sin Φ = −2δelu̇x,(4.22)

üy − κ2
2el

∂2uy
∂ξ2 − λ

el
2
∂Θ
∂ξ cos 2Θ sin Φ− 1

2λ
el
2
∂Φ
∂ξ sin 2Θ cos Φ = −2δelu̇y,(4.23)

üz − κ2
1el

∂2uz
∂ξ2 + λel1

∂Θ
∂ξ sin 2Θ = −2δelu̇z, (4.24)

де ω2
m = γ2HexHan, ω

2
s = γ2HexHcurr, δAF = γAF

ωm
= 1

2αG

√
Hex

Han
, δel =

γelas
ωm
, τ = ωmt, ξ = kz, s = ω2

s

ω2
m
, κ2

AF = c2k2

ω2
m
, κ2

2el = c44
ρ

k2

ω2
m
, κ2

1el = c11
ρ

k2

ω2
m
, λAF1 =

γ2Hexk
Msatω2

m

(
1
2λ11 − λ12

)
, λAF2 = γ2Hexk

Msatω2
m
λ44, λ

el
1 = 1

ρ

(
1
2λ11 − λ12

)
k
ω2
m
, λel2 = λ44

ρ
k
ω2
m

Будемо шукати розв’язок (4.17), (4.18) у виглядi

Θ (τ, ξ) = Θc + f (ξ − aτ) , Φ (τ, ξ) = − sτ

2δAF
,

де f (ξ − aτ)� Θc, a – деяка константа. Розкладаючи в ряд Тейлора

sin Θ ≈ sin Θc + f cos Θc

cos Θ ≈ cos Θc − f sin Θc

sin2 Θ ≈ sin2 Θc + f sin 2Θc

cos2 Θ ≈ cos2 Θc − f sin 2Θc,
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З (4.20) отримаємо

(
a2 − κ2

AF

)
f ′′ − 1

2
s2

4δ2AF
sin 2Θc − λAF1 (sin 2Θc + 2f cos 2Θc)

∂uz
∂ξ

−1
2

(
− s2

4δ2AF
+ 7

4f sin 2Θc

)
(sin 2Θc + 2f cos 2Θc) = 2aδAFf

′ ⇒

(
a2 − κ2

AF

)
f ′′ − λAF1 (sin 2Θc + 2f cos 2Θc)

∂uz
∂ξ

−f
2

(
7
4 sin 2Θc − s2

2δ2AF
cos 2Θc

)
= 2aδAFf

′,

У випадку f = 0 маємо

∂uz
∂ξ = 0⇒ uz = 0,

тобто у першому наближеннi uz ≈ bf i отримується

(
a2 − κ2

AF

)
f ′′ − λAF1 sin 2Θcbf

′

−f
2

(
7
4 sin 2Θc − s2

2δ2AF
cos 2Θc

)
= 2aδAFf

′ ⇒

f ′′ +
λAF1 sin 2Θcb+ 2aδAF

κ2
AF − a2

f ′ +

7
8 sin 2Θc − s2

4δ2AF
cos 2Θc

κ2
AF − a2

f = 0, (4.25)

Дисипативний коефiцiєнт нуль якщо λAF1 sin 2Θcb+ 2aδAF = 0.
Рiвняння (4.24) дає

f ′′ −
1
bλ

el
1 sin 2Θ+2δela

κ21el−a2
f ′ = 0, (4.26)

Дисипативний коефiцiєнт нуль якщо 1
bλ

el
1 sin 2Θ+2δela = 0. Порiвнюючи

цi два рiвняння для a, b можна знайти

b = −λ
el
1 sin 2Θ

2δel

1

a
⇒ λAF1 λel1 sin2 2Θ

4δelδAF
= a2 ⇒ a =

sin 2Θc

2

√
λAF1 λel1
δelδAF

i розв’язок (4.25) є
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f = A sin

(ξ − aτ)

√√√√ 7
8 sin 2Θc − s2

4δ2AF
cos 2Θc

κ2
AF − a2

+ φ

 ,
для деяких констант A, φ, якi можуть бути знайденi з початкових умов.
Перевiримо цей результат чисельно, для великих τ будемо шукати розв’яз-

ки у виглядi Θ (ξ, τ) = F (ξ − aτ) , uz (ξ, τ) = G (ξ − aτ). Тодi рiвняння
(4.20), (4.24) дадуть

F ′′ + 2aδAF
κ2AF−a2

F ′ (4.27)

+ 1
κ2AF−a2

[
s2

8δ2AF
+ λAF1 G′ + 3

8 sin2 F − 1
2 cos2 F

]
sin 2F = 0,

G′′ + 2δel
κ21el−a2

G′ − λel1
κ21el−a2

F ′ sin 2F = 0, (4.28)

Вiдповiднi програми в Додатку Г розв’язують цi рiвняння та будують
конфiгурацiйнi пiдпростори рис. 4.2.
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Рисунок 4.2 — Конфiгурацiйний пiдпростiр (nx, ny). (а),(б), (в) – спiновий
струм рiвний 0.13, 0.15, 0.17 вiдповiдно. Вiдношення κAF/κ1el (швидкостi
магнонiв до швидкостi фононiв) для лiвих, середнiх та правих рисункiв
становлять 0.5, 1, 2 вiдповiдно. Для побудови взято δAF = δel = 0.1, λAF1 =
λel1 = 10−5, F (0) = π

6 , F
′(0) = G(0) = G′(0) = 0.

Як можна бачити з рис. 4.2(а),(в), навiть при малих МП коефiцiєнтах
динамiка якiсно змiнюється: вектор Нееля здiйснює нутацiйний рух – коли-
вання навколо циклу радiусу (4.19). У випадку 4.2(б) початковою точкою
системи є положення на граничному циклi, оскiльки вiн стiйкий вона на
ньому i залишається весь час. Отриманi результати носять асимптотичний
характер, тiльки в цьому випадку вдалося спростити рiвняння руху, фа-
ктично при великих τ МП зв’язок проявляється лише в залежностi мiж
Θ та uz. Результати справедливi для невеликих вiдхилень вiд граничного
циклу, цим i зумовлений вибiр значень спiнового струму поблизу s = 0.15,
що вiдповiдає руху по колу.

Висновки

Для одновимiрного випадку, який може вiдповiдати МП хвилi, що розпо-
всюджується перпендикулярно нанопроволоцi, дослiджено динамiку при
врахуваннi спiнового струму та згасання.
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При вiдсутностi МП зв’язку система може або притягуватися до стiкого
положення (цикл або одна з точок мiнiмуму потенцiалу), або вiдштовху-
ватися вiд всiх положень рiвноваги, в залежностi вiд значень спiнового
струму. Отриманий радiус граничного циклу спiвпадає з загальною теорi-
єю [19]. Чисельний експеримент це також пiдтверджує.

При ненульових МП коефiцiєнтах динамiка системи якiсно змiнюється,
з’являються додатковi коливання вектора Нееля навколо граничного ци-
кла. Для випадку коли цi вiдхилення малi та розв’язок рiвнянь руху пред-
ставляє собою бiжучу хвилю, чисельно дослiджено частину фазового про-
стору системи.
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ВИСНОВКИ

В роботi дослiджено динамiку кубiчного колiнеарного АФ з МП зв’яз-
ком викликану спiнполяризованим струмом. Розглядався найпростiший ви-
падок АФ нанопроволоки. З огляду останнiх теоретичних робiт по спiнтро-
нiцi, дана робота є їх логiчним продовженням.

В першому роздiлi проведний аналiз основних робiт, якi мають безпо-
середнє вiдношення до даного дослiдження. Як видно, вивчення АФ на-
ноструктур є нетривiальною та важливою проблемою як теоретичної так i
експериментальної фiзики.

В другому роздiлi отримано рiвняння руху для випадку коли вектор
Нееля рухається поблизу положення рiвноваги (0, 0, 1), для моделi "замо-
роженої"ґратки. Визначено вiдповiднi дисперсiйнi спiввiдношення для МП
та ПМ хвиль та як вони розмiрно квантуються.

В третьому роздiлi для рiзних можливих граничних випадкiв (вiдсу-
тнiсть струму, МП коефiцiєнтiв або згасання) отримано критичнi значення
спiнового струму, при якому змiнюється тип динамiки системи.

В четвертому роздiлi вивчається динамiка поблизу граничного циклу.
У випадку вiдсутностi МП, показана наявнiсть граничного циклу на фазо-
вому просторi системи, радiус циклу знайдено аналiтично з асимптотичнх
мiркувань. При врахуваннi МП зв’язку виникають додатковi коливання
поблизу цього циклу (нутацiя), їх вивчено для випадку малих коливань.
Аналiтично отриманi результати спiвпадають з чисельним розрахунком.

Дана робота показує новi особливостi спiн iндукованої динамiки АФ з
МП зв’язком, якi можуть мати практичне застосування в спiнтронiцi при
розробцi нових елементiв магнiтної пам’ятi.
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ДОДАТОК А

Густина енергiї колiнеарного АФ дається виразом

W = −1

4
MsatHan

(
n4
x + n4

y + n4
z

)
,

Нормованiсть вектора Нееля |n| = 1 дає можливiсть перейти до нових
змiнних Θ,Φ як

nx = sin Θ cos Φ,

ny = sin Θ sin Φ,

nz = cos Θ,

Враховуючи це, густина енергiї записується як

W = −1

4
MsatHan

(
sin4 Θ

[
1− 1

2
sin2 2Φ

]
+ cos4 Θ

)
,

Її екстремуми задовольняють рiвнянням{
∂W
∂Θ = 1

2MsatHan sin 2Θ
(
cos 2Θ + 1−cos 2Θ

4 sin2 2Φ
)

= 0,
∂W
∂Φ = 1

4MsatHan sin4 Θ sin 4Φ = 0,

Матриця Гессе має вигляд

Ĥ = MsatHan

(
cos 4Θ + sin 2Φ

4 (cos 2Θ− cos 4Θ) 1
2 sin2 Θ sin 2Θ sin 4Φ

1
2 sin2 Θ sin 2Θ sin 4Φ sin4 Θ cos 4Φ

)
,

Розв’язуючи систему рiвнянь, ми отримаємо критичнi точки, якi для
зручностi представленi у наступнiй таблицi

Φ\Θ 0 та π π/4 та 3π/4 ± arcsin
√

2/3 π/2
0, π/2, π, 3π/2 −1/4 −1/12 −1/4

π/4, 3π/4, 5π/4, 7π/4 −1/4 −1/8 −1/6

Мiнiмумом W/MsatHan є −1/4, максимуму вiдповiдає −1/12, значення
в сiдлових точках −1/6, −1/8.
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ДОДАТОК Б

Розлянемо густину функцiї Лагранжа L (q, q,∇q) , для якої узагальнена
координата є функцiєю часу та просторових координат. Зафiксуємо деякi
моменти часу t1, t2 та об’єм простору V . Оскiльки задача механiки полягає
в отриманнi закону руху в момент часу t2 якщо вiдоме положення систе-
ми в початковий момент часу t1, то варiацiя координати δq має бути рiвна
нулю в цi моменти часу. На поверхнi фiксованого об’єму V узагальнена
координата задовольняє граничним умовам, якi також повиннi бути зада-
нi додатково, оскiльки залежать вiд окремо дослiджуваної задачi. В силу
цих умов варiацiя узагальненої координати на поверхнi, що оточує об’єм,
S також рiвна нулю. Маємо наступнi умови, що їх мають задовольняти
варiацiї {

δq (t1, r) = δq (t2, r) = 0,

δq (t, r)
∣∣∣
r∈S

= 0,

Рiвняння руху може бути отримане з варiацiйного принципу для фун-
кцiоналу дiї

S =

∫ t2

t1

dt

∫
V

dV L (q, q,∇q) ,

Умова мiнiмальностi функцiоналу є δS = 0. Варiацiя лагранжiану за-
писується як

δL =
∂L
∂q
δq +

∂L
∂q̇
δq̇ + ∂i

∂L
∂ (∂iq)

δ (∂iq) ,

Це може бути переписано у виглядi

δL =
(
∂L
∂q −

d
dt

(
∂L
∂q̇

)
− ∂i ∂L

∂(∂iq)

)
δq

+ d
dt

(
∂L
∂q̇ δq

)
+ ∂i

(
∂L

∂(∂iq)
δq
)

Враховуючи початковi та граничнi умови маємо

d

dt

(
∂L
∂q̇

)
− ∂L
∂q

+ ∂i
∂L

∂ (∂iq)
= 0

За наявностi дисипацiї (i/або накачки енергiї), вираз справа вже не рiв-
ний нулю, а дорiвнює похiднiй вiд функцiї Релея R по узагальненiй швид-
костi
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d

dt

(
∂L
∂q̇

)
− ∂L
∂q

+ ∂i
∂L

∂ (∂iq)
= −∂R

∂q̇

Отримане рiвняння руху для однiєї узагальненої координати легко уза-
гальнюються на випадок системи, що описується деяким набором цих ко-
ординат

d

dt

(
∂L
∂q̇µ

)
− ∂L
∂qµ

+ ∂i
∂L

∂ (∂iqµ)
=
∂R
∂q̇µ

, µ = 1, n,

де n – число узагальнених координат.
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ДОДАТОК В

Рiвняння руху (4.17), (4.18) переписуються у виглядi


ẏ1 = y2,

ẏ2 = 1
2y

2
4 sin 2y1 − 2δy2 + 1

2

(
sin2 y1

[
1− 1

2 sin2 2y3

]
− cos2 y1

)
sin 2y1,

ẏ3 = y4,

ẏ4 = −2y2y4 cot y1 − 1
4 sin2 y1 sin 4y3 − 2δy4 − ω2

s

ω2
m
,

де y2 = Θ, y4 = Φ.
Функцiя, що задає систему диференцiйних рiвнянь
function dy = ode_mag_total(t,y,d,s)
% задання ДР
dy = zeros(4,1);
global d; global s;
dy(1) = y(2); %\dot Theta
dy(2) = 0.5*(y(4)^2)*sin(2*y(1)) - 2*d*y(2) +...

0.5*((sin(y(1))^2)*(1-0.5*sin(2*y(3))^2) - cos(y(1))^2)...
*sin(2*y(1));% \ddot Theta

dy(3) = y(4); %\dot Phi
dy(4) = -2*y(2)*y(4)/tan(y(1)) -0.25*(sin(y(1))^2)*sin(4*y(3))-...

2*d*y(4) - s;%\ddot Phi
end
Функцiя, що розв’язує цю систему
function Solver_mag_tot()
% Розв’язок ДР ode_mag.m та його графiчна побудова
global d; d = 0.1; % вiдношення коефiцiєнту згасання до частоти
global s; s= 0.19347328; %спiновий струм !!! s=0.19328;
%s_min=0.19308672; s_max = 0.19347328 % = s+-10^(-3)s
Tn=500; %час iнтегрування
N=5*10^3;% кiлькiсть iнтервалiв розбиття часу
tau = linspace(0, Tn,N); %дискретизацiя часу
To = pi/8; %початкове значення тета
[T,Y] = ode45(@ode_mag_total,tau,[To 0 0 0]); % розв’язок ДР
plot(sin(Y(:,1).*cos(Y(:,3))),sin(Y(:,1).*sin(Y(:,3))));
hold on; grid on;
R = sqrt((4/7)*(1-0.25*s^2/d^2)); %радiус граничного циклу
axis([-0.3 0.3 -0.3 0.3]);
end
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ДОДАТОК Г

Рiвняння (4.27), (4.28) записуються як


y′1 = y2,

y′2 = − 2aδAF
κ2AF−a2

y2 − 1
κ2AF−a2

[
s2

8δ2AF
+ λAF1 y4 + 3

8 sin2 y1 − 1
2 cos2 y1

]
sin 2y1,

y′3 = y4,

y′4 = − 2δel
κ21el−a2

y4 + λel1
κ21el−a2

y2 sin 2y1

де y2 = F, y4 = G.
Функцiя, що задає систему рiвнянь
function dy = ME_ode(t,y,dAF,del,l1AF,l1el,kAF,k1el,s)
% функцiя, що задає ДР
global dAF; global del;
global l1AF; global l1el;
global kAF; global k1el;
global s;
R = sqrt((4/7)*(1-0.25*s^2/dAF^2));
a = R*sqrt(1-R^2)*sqrt(l1AF*l1el/(dAF*del));
dy = zeros(4,1);
dy(1) = y(2); %\dot Theta
dy(2) = - (2*a*dAF/(kAF^2-a^2))*y(2) - sin(2*y(1))*(s^2/(8*dAF^2) +...

l1AF*y(4)+(3/8)*sin(y(1))^2 -...
0.5*cos(y(1))^2)/(kAF^2-a^2);% \ddot Theta

dy(3) = y(4); %\dot Uz
dy(4) = -(2*del/(k1el^2-a^2))*y(4) +...

l1el*y(2)*sin(y(1))/(k1el^2-a^2);%\ddot Uz
end
Функцiя, що розв’язує цю систему
function solver_ME_ode()
%функцiя для розв’язку ME_ode.m
global dAF; dAF = 0.1;%коефiцiєнт згасання в магнiтнiй системi
global del; del = 0.1;%коефiцiєнт згасання в пружнiй системi
global l1AF; l1AF = 10^-5;%коефiцiєнт lambda_1^{AF}
global l1el; l1el = 10^-5;%коефiцiєнт lambda_1^{el}
global kAF; kAF = 1;%вiдносний хвильовий вектор магнонiв
global k1el; k1el = 1/2;%вiдносний хвильовий вектор фононiв
global s; s = 0.15;%вiдносне значення спiнового струму



77

R = sqrt((4/7)*(1-0.25*s^2/dAF^2)); %радiус граничного циклу
a = R*sqrt(1-R^2)*sqrt(l1AF*l1el/(dAF*del)); %парараметр а
Tn=10^2; %час iнтегрування
N=5*10^3;% кiлькiсть iнтервалiв розбиття часу
tau = linspace(0, Tn,N); %дискретизацiя часу
To =pi/6; %початкове значення тета
[T,Y] = ode45(@ME_ode,tau,[To 0 0 0]); % розв’язок ДР
Phi = -s*T/(2*dAF);%асимптотика кута Фi
plot(sin(Y(:,1)).*cos(Phi),sin(Y(:,1)).*sin(Phi));
hold on; grid on;
end


